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AVERTISSEMENT. 



Le Calcul des Probabilités^ inyenté.par Pascal 
et Fermât, na pas cessé depuis d'exciter l'in- 
térêt et d'exercer la sagacité de leurs plus il- 
lustres successeurs ; mais les élémens de cette 
branche des Mathématiques appliquées sont 
restés bien en arrière de l'état de la science. 
Après quelques ouvrages superficiels ou in- 
complets^ on ne trouve plus que des Mé- 
moires académiqties ou des Traités fondés sur 
les parties les plus élevées de l'Analyse ; en 
sorte que, même avec des connaissances assez 
étendues dans les Mathématiques élémentaires* 
il faut encore se borner à croire sur parole, la 
vérité des points fondamentaux de la théorie 
des probabilités, qui peut cependant s'établir 
d'une manière très solide , par le seul secours 
des élémens d'Algèbre. C'est pour remplir 
cette lacune, que j'ai rédigé le Traité que 
j'offre en ce moment au public. Dans le texte , 
je ne suppose presque rien au-delà de ce que 
contiennent mes Élémens d Algèbre. De plus , 
j'ai ç!u soin de mettre en évidence les énoncés 
des principes, et de multiplier les résumés, 
afin qu'on put encore acquérir une idée de la 
théorie , indépendamment des formules algé- 



VJ AVEBTISSBMINT. 

briques. Enfin, pour rendre plus facile le 
passage de ce Traité, à ceux où Ton a déployé 
toutes les ressources de TAnalyse transcendante, 
je Tai terminé par quelques Notes, où, partant 
de formules contenues dans mon Traité e7e- 
mentaire de Calcul différentiel et de Calcul 
intégral j'^^ï exposé les premières applications 
de ces caJculs aux problèmes concernant les 
probabilités* 

Les nombreuses citations que j'ai faites des 
écrits originaux, donneront aux lecteurs les 
moyens de suivre la marche de cette doctrine 
depuis son invention ^ et d'en approfondir les 
détails et les applications aux sciences morales 
et politiques, applications dont j'ai indiqué les 
bases, et que j'ai tâché d'apprécier^à leur juste 
valeur. Condorcet désirait que leur ensemble 
(It la matière de l'un des cours des Écoles 
publiques; et il en a donné deux exeellens 
programmes, le premier à la suite de ses Mé- 
mçires sur rinstruction publique^ t. ix de ses 
OEu^res, p. 566 , et le second dans le Tixbleau 
général de la science qui a pour objet VappU^' 
cation du calcul aux sciences poUtiques et 
morales, t« xxi de ses OEus^res^ p. 337, ou 
Elémensdu Calcul des Probahilités ^ p* 171. 
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Notions préliminaires sur le sens des mots 

. Cebtituoe et Probabilité. 

» 

I . La conscience d'une sensation actuelle , la per-^ 
ception instantanée et avec pleine ëyidence de là con- 
yenance ou de la disconvenance de deUx idées : voilà 
où se trouve , sous le double rapport de nos facultés 
physiques et intellectuelles , le plus haut degré de cer- 
lîtiiHe, la ceriitûSè absolue; bien entendu qu'il faut 
écarter de la sensation les jugemens dont on pourrait 
l'accompagner pour prononcer sur sa cause, ou. la 
rapporter à un objet particulier , et de la comparai- 
son des idées tout ce qui ne se réduirait pas à des 
idées simples et tellement circonscrites , que l'enten- 
dement puisse les embrasser d'une seule vue (*). C'est 



(*)En employant les mois facultés physiques etinteltectuellps^ 
je n^ai en vue que de me conformer h fa division établie par le 
langage orcUnaire, sans rien préjuger sur Poriginc et la connexion 
de ces facultés. 

3* édition, 1 



2 tAMTÉ tLiiyiENTAiRE 

• 

en vain que les philosophes ont cherché pendant long- 
temps un critérium de vérité , différent de la parfaite 
intuition que je viens de rappeler, puisqu'au bout 
des plus longues explications , il faut toujours en venir 
à reconnaître dans l'esprit, la faculté de saisir immé- 
diatement raccord ou la convenance de deux idées ou 
de deux notions. Aussi tous leurs efforts, quand ils les 
ont bien dirigés , n'ont servi qu'à les ramener à ce 
terme avoué maintenant par tous les bons esprits^ qui 
paraissent convaincus que le seul objet des règles es- 
sentielles du raisonnement est de prévenir toute illu- 
sion dans le jugement que nous portons de cette évi- 
dence, en examinant avec soin Tétendue que reçoit 
chaque idée dans les diverses combinaisons qu'on en 
fait , et en contrôlant sans cesse la vérité de nos sou- 
venirs et l'exactitude die nos énumérations. C'est en 
effet à cela que se réduisent les fameuses règles de 
Descartes, auxquelles on n'a rien ajouté d'essentiel {^, 



. (*) . Vbka «e» règles , smYÎM èa oelks qut Newton a fnrcscritet 
pQotkf'IrepH^rchéf pbysi^^s. . 

Règiesde Descartes. {Discours delà Méthode, éd. de 163% p, ao). 

T*. « IVe recevoir famftitf aucune fhoèc pour waîe que je ne la 
«.'cdftnus^ étidenniieM'étre telle : eV$t-3k«dif« , ëvitef $oigiieiMe«- 
ft'ilfiAotrlf^ prfdpiliitiop e^ )« préventiovi ^ et n^ rien 9Qai^An4r? 
» de plu» en {Kfe9 j^KetiaeQ9, que ce qni se prcseoterait si cfairc- 
» menc.çt si distincte ment à paon esprit , qae je n''eussc aucune 
y)"oc(*âsidn dû le fnettre en doute. 

' 2?. » Diviser chacune deé difBetiIfés qne j^ezamineraià en autant 
» dç.parcelle8. qa^il sepoacrait^jet qa!il serai tcfiquLi piour les mieux 
» re'soudrc. 

3**. » Conduire par ordre mes pensées, en commençant par les 
» objets les pins simples et les plus aises à reconnaître, pour.monter 
» pe u b peu, comme par degrés , jusqn^à lu connaissance des plus 



DES PROBABILITÉS. 3 

2- Des sensations et des jugemeiis simples con6ës à 
noire mémoire, naissent des séries de conséquences dont 
la certitude dépend d'un n ouvel élément, la fidélité avec 
laquelle cette mémoire nous rend ce que nous avons 
éprouvé. La confiance que nous acquérons à cet égard 
n'est fondée que sur la constante répétition du fait et 
sur Fassitrance que cette répétition nous donne de son 
renouvellement chaque fois que nous k désirerons ou 
que leâ circonstances Texigerout. Ici se montre un pen- 
chant ou une loi de Tesprit humain , la tendance gêné- 
■ ■ — Il ■ , 

» composes; et en supposant même de Fordre entre ceux qni ne se 
» précèdent point naturellement les uns les antres. 

4*. » Faire partont des dénombremens si entiers, études rcTues si 
» générales , qne je fnss» assnré de ne rien omettre, y ^ 



Règles de IVewton. (Traduction de mb Principes^ par M™e du 

Chastelet, tom. Il, p. 3. ) 

lo. « Il ne faut admettre de causes que celles qui sont nécessaires 
» pont cxplicpier le« phénomènes. 

a». » Le» cffius du même genre doivent toujours être attribués, 
» autant qu^il est possible, à la même cause. 

3<^. » Les qualités des corps qui ne sont susceptibles ni d'augmen- 
» tation ni de diminution, et qui appartiennent à tous les corps sur 
» lesqnels on peut faire des expériences, doivent être regardées 
» comme àpparieaantes à tous les corps en général. * 

4*. » Dans la philosophie expérimentale, les propositions tirées 
» par indnction des phénomènes doivent être regardées, malgré les 
» hypothèses contraires, comme exactement ou à peu près vraies, 
» jusqu'à ce que quelques aunes phénomènes les confirment entière- 
» ment, ou fassent voir qu'elles sont sujettes à exception. » 

Gomme déveioppemeot de ces règles , je crois devoir rapporter e 
passage suivant, do même auteur. 

« En Physique ^ il faut , de même qu'en Mathématiques , em* 
» ployef da»)S la recherche des choses difficiles , la mcthode analy- 
» tique avant de recourir k la méthode synthétique. La première 
» consiste à faire des expériences, è observer les phénomènes, k 
» q^ï tirer, par induction, des conclusions générales, en n'admer- 

I. . 



4 TRAITÉ ÉLÉIVEMTAIRE 

raie à croire au retour des faite que nous avons observe* 
plusieurs fois sur nous^nêmes ou sur les autres objets, 
penchant qui se lie à l'opinion que nous acquérons 
brentôt de la constance des lois de la nature. 

Ces propositions ; Tout homme rrtourra; le soleil 
se Ihs^era demain j fai suivi telle démonstration, j'en 
ai 'trouvé toutes lesp4xrties exactes ^ et fai la convie^ 
tion de la vérité énoncée, n'oot pas d'autre fondement. 

Tant de faits , auxquels on n'a pu jusqu'ici en oppo- 
ser aucun de bien constaté , ont vérifié la mortalité de 
l'espèce humaine ; le soleil s^est levé un si grand nombre 

» tant d^objections qoe celles qui résultent des expériences , ou 
» d'aatres véritcs certaines; car, dans ]a philosophie ezpérimen- 
» taie , il ne faut avoir aucun égard aux hypothèses; et bien que 
» tirer des indactions des observations et des expériences ne soit 
» pas une méthode générale de démonstration , cependant c'est la 
» meilleure manière de raisonner que puisse admettre la nature 
» des choses. La conséquence doit être jugée d'autant plus ferme, 
» qne Tinduction a été pi os générale. Si les phénomènes ne four- 
» .nissent rien à opposer à cette conclusion , on pourra la regar- 
> der comme universelle; mais si des faits ultérieurs y font re- 
» connaître des exceptions , on devra les indiquer toujours dans 
» son énoncé. Par cette analyse, on pourra remonter des composés 
» aux simples, des mouvemens aux forces motrices, et eu gé- 
» serai, des efièts à leurs causes, des causes particulières à d'autres 
» plus étendues , jusqu'à ce qu'on parvienne aux causes les plus 
j» générales. Telle est la méthode analytique. La synthèse consiste 
» à prendre pour principes les causes reconnues et vérifiées, à 
» donner par leur moyen l'explication des phénomènes qu^elles 
» produisent , et à la prouver. » ( Optique de Newton , vers la 
fin du Livre III.) 

Telle est la marche qui a conduit N«wton à ses immenses dé- 
couvertes; mais Descartes n'^eut pas plus t6t posé ses règles qu'il 
s'en écarta, même dans le petit ouvrage oii elles sont énoncées; 
et ne 8'o<:cupant plus qne de construire l'univers a priori , sa 
philosophie n'a . guère été qu'on tissu d'hypothèses téméraires que 
les obseivations ont bientôt renversées : c'est toujours des faitr 
qu'il faut partir, et c'est aux faits qa'il en faut revenir, dans 
toute science véritable. 
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de fois^; tout bomme, reconnu en état de santé, et doué 
d^une intelligence saine, a si constamment senti, quand 
il a voulu y revenir, la vérité de chacun des jjugemens 
simples qui composent une démonstration , qu^on ne 
forme aucun doute sur la répétition de ces évènemens,. 
quoiqu^on ne puisse s'empêcher d!y reconnaître une 
différence essentielle avec la conscience d'une sensation 
ou l'intuition d'un jugement porté sur deux idées sim- 
ples dont la connexion est évidente. Aussi le degré de 
certitude acquis par cette voie est-il bien près de la cer- 
titude absolue; cependant quelle garantie avons-nous 
qu'une loi naturelle, qui ne s'est pas encore développée 
à nos yeux, ne modifiera pas la succession de ces faits 
répétés un nombre presque infini de ioïs^ mais pourtant 
sans que nous .ayons pu saisir la manière d'qgir des 
causes qui les produisent, ou la nécessité de leur dé- 
pendance réciproque (*) ? 

3. Si des faits auxquels nous ne connaissons encore 
aucune exception, nous passons i .d'autrt» qui nous en 
ont o£Pert, nous verrons le doute s'introduire dans notre 
esprit, par des nuances de plus en plus fortes* Quand 
il s'agira, par exemple, de nous en rapporter aux té-* 
moignages des autres , la multitude d'erreurs involon- 
taires et de mensonges prémédités rendra très circonsr 
pect l'homme de sens, dans son acquiescement aux 
informations qui lui seront données. Chaque fait qu'il 
aura pu vérifier par lui-même, ou qui, ne sortant pas du 
train habituel des choses, n'aura été le sujet d'aucune 
réclamation , établira dans son esprit la validité des té- 
moignages ; mais les déceptions l'ébranleront d'autaat 
plus qu'elles seront plus répétées. Il balancera les uns 



i*) Ployez dans les JEssais philosophiques de Hume, bcs rc; 
û^j^ioM sur IHdée de connexion nécessaire. 
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avec les auCres les résultats coutraires, demeurera sou-* 
yeht en suspens ; et s'il est forcé de prendre un parti , il 
ne le prendra que dans le sens où les autorités lui paraî- 
tront plus nombreuses, mieux d'accord entre elles, plus 
conformes à ses observations ou aux faits bien avérés» 

Un observatent qui a remarqué les fréquentes coïn- 
cidences de la chute de la pluie avec l'abaissement du 
mercure dans le baromètre , avee le règne de certains 
vents, avee un certain état des nuages , lorsqu'il verra 
le concours de tous ces indices, regardera la pluie comme 
prochaine, sans pouvoir assurer jiéanmoins que le fait 
arrivera infailliblement ; car il se rappellera en même 
temps que ce» apparences ont été quelquefois trom* 
jpeuses, que le mercure abaissé dans le baromètre et que 
le temps a été Couvert sans qu'il ait plu, que destvents ou 
des courans supérieurs inaperçus, ou d'autres modifi- 
cations de l'ait ont dissipé les nuages les plus menaçans : 
mais il aura une confiance d'autant plus grande dans 
l'arrivée de Ift pluie , que la comparaison des &its con- 
formes à sa conjecture avec les faits contraires, lui 
donnera lieu de former un plus grand nombre de juge- ^ 
mens pour l'affirmer que pour la nier. 

L'événement, qui est ici la chute de la pluie, quoi- 
que douteux pour celui qui en observe les indices, n'est 
point cependant livré au hasard ; il résulte de l'état an- 
térieur et présent de l'atmosphère et des conséquences 
nécessaires de cet état; Une intelligence supérieure qui eu 
saisirait toutes les conditions, en conclurait tout de suite 
ee qui doit arriver ; l'homme, borné dans se» connais- 
sances, ne pouvant démêler les conditions premièi^s 
qui établissentla nécessité de l'événement, ou n'en pou- 
vant faire une énumération exacte, récapitule les indices 
qui lui en tiennent lieu; et si, dans cette opération, les 
jugemens successifs qu'il porte sont plus fréquemment 
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«ffirmatUs qiie^ négatifs, « la vue de «oq.«^»it ( dii 
» Hume) revient ^oao {du3 fréquemment çur ui> évèqer- 
» ment que sur son contraire* C'est cette conpezittratioa 
' » de plusieufs^ \ues dans un seul événement qui ^o- 
» duit) fjit un méeanisme inexpficable de la nai;arey 
» !e sentiment de croyance s c'est par là qu'i:(n évène- 
» ment triomphe de son ai^tagoniste , qui a moins .de 
» ces vues pour lui, et qui revient plus rarement à 
n Teaprit (*). >• 

4. L'exemple développé ci-dessus est de ceux où le» 
jugement 6e forment immédiatement sur U& indices 
tirés de Texpérience; mais c'est encore le même pi?i^- 
cédé lorsque la chaîne des raisonqemens çst plus longue. 
Dès que le 9ujet n'oifre pas toutes les cQndition9.né-^ 
«essaires pour arriver à la certitude d'une démonstraK 
tion , on ne f aurait plus faire qu'un examen de toutes 
celles de ses conditions qui sont connues , en peser 
l'importance, en considérer le nombre. S'il s'agit, par 
exemple, d'une question de critique littéraire, comme 
de déterminer si un ouvrage est bien de l'auteur dont il 
porte le nom, il faut puiser d'abord dans la dise^ia^ion 
des SjfkîA et des témoignages, dans; la comparaison 
d^ formes du style, tous les indices qui sont fayorable$ 
et ceux qui sont contraires à l'attribution supposée. Si 
d'un c6té aucune dea circonstances , ne présentant d^ 
contradiction manifeste, n'établit l'impossibilité abso-** 
lue dufsût avancé; et de l'autre, si toutes les affirmations 
se portent que sur des énumérations qu'on puisse. de-* 
montrer incomplètes, ou auxquelles on puisse trpviver 
des modifications i il ne résultera de tout le travail 
qu'un assemblage de jugemens affirmatifs et dis juge** 
mens négatifs , qui produiront un effet proportionnée k- 

I ip»! 1 II II » I ■ I II I I 1 1 I f » ■« ■ > Il > |i I I MM i II I I I »« I M il I I 

(*) Essais philosophiques de Hdine, sur la Prohahilité. 
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leur nombre ou à leur force, si d'aillei^ celui qui fait 
Texamen a soin de se garantir de' toute illusion; et n'a 
pas pris son parti d'avance. 

Ici se présente la distinction de la force des indices 
et de leur nombre : mais presque .toujours la première 
qualité se ramène à la seconde ; car qu'est-ce qu'un in- 
dice plus fort? C'est celui qui trompe le moins souvent, 
qui, par conséquent, embrasse un plus grand nombre 
de cas favorables à la production de l'événement qu'il 
annonce , ou des développemens duquel il sort un plus 
grand nombre de circonstances qui ramènent à la 
même conclusion. £n suivant ce raisonnement, on voit 
que dès que l'esprit humain ne peut plus rencontrer la 
certitude, la marche du raisonnement prend la forme 
d^une sorte de calcul dont le résultat acquiert de l'em- 
pire sur notre croyance, précisément par l'effet de la 
répétition des jugemens ou des observations. La bonté 
' de ce calcul dépend ici, comme partout, du choix des 
données, et ensuite du bon emploi qu'on en fait; et ce 
bon emploi ne peut consister que dans l'examen le plus 
détaillé des circonstances de chaque donnée , dans le 
soin de les décomposer' autant qu'il est possibli, afin 
de n'avoir à prononcer que sur des propositions d'une 
égale simplicité et d'une égale évidence > et surtout de 
tenir son esprit en garde contre toute partialité en fa- 
veur du résultat «, quel qu'il puisse être. 

5. Il n'y aurait rien à- désirer si l'on pouvait amener 
les choses au point qu'il y eut une parité exacte avec 
le jet d'un âé comprenant un certain nombre de faces 
marquées de couleurs ou de points divers. Si la figure 
de ce dé était bien régulière, sa matière bien homo^ 
gène, les circonstances de son jet biei^ variées, bien 
imprévues , en sorte qu'on n'eût aucune raison de s'at- 
tendre à le voir tomber sur une face plutôt que sur toute 
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autre y et qu'il y en eût , par exemple , cinq blanches 
et une noire, l'esprit , trouvant le nombre des faces 
blanches plus grand que celui des faces noires, revien- 
drait plus fréquemment à juger possible l'arrivée de 
l'une des premières que celle de la dernière, et, par 
l'effet de cette répétition du jugement de possibilité, 
comme je l'ai déjà dit, d'après Hume et Condorcet, 
croirait plutôt à l'arrivée d'une face blanche qu'à 
celle d'une face noire. Ce que tout esprit tant soit 
peu éclairé ne peut manquer de sentir dans l'exemple 
précédent, frapperait les plus ignorans, si, au lieu d'un 
dé à six faces, on en supposait un ayant un million de 
faces blanches et une seule noire,, ou bien une urne 
contenant un million de boules blanches et une seule 
noire. Dans ce cas, on ne pourrait s'empêcher d'at- 
tendre avec une très grande confiance l'arrivée d'une 
face ou d'une boule blanche , et de marquer une très 
grande surprise si c'était la face ou la boule noire qui 
se présentât : or, on verra bientôt que le calcul rat- 
tache le premier cas au second. 

Je ferai remarquer , à cette occasion , que si c'est le 
sentiment de la constance des lois de la nature qui fonde 
notre confiance dans le retour des évènemens observés 
un grand nombre de fois, c'est encore ce même senti- 
ment qui fonde notre incertitude, notre indifférence 
d'opinion sur les chances offertes par les mstrumens 
aléatoires bien construits et fidèlement employés ; car 
c'est parce qu'il résulte de la constance des lois de la 
nature, que quand toutes les circonstances déterminantes 
sont les mêmes, les effets sont aussi les mêmes, que ceux- 
ci doivent être différens toutes les fois que les premières 
varient; et c'est aussi à les varier que nous nous appli- 
quons dans la production des évènemens des jeux de ha- 
sard. On ^vite, par exemple, de mettre le dé dans le cor- 



lO TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

net sur la même face, de mesurer les mouvemeDs qu'où 
donne à ce cornet; on cherche à prendre uue manière 
très irrégulière de remuer les urnes contenant les numé- 
ros, ou de mêler les jeux de cartes. De même l'irrégula- 
rité du mouvement de nos membres, lorsqu'il n'est pas 
dirigé par une habitude bien prise, transforme d'abord 
les jeux d'adresse enjeux de hasard ; mais à mesure que 
Tune s'acquiert, les chances de l'autre dimitiuent. 

6. Il est donc bien vrai de dire , « qu'il n'y a point 
» de hasard, à proprement parler, mais qu'il y a son 
» équivalent : l'ignorance où nous sommes des vraies 
» causes des évènemens (*) , » d'où naît \di probabilité, 
qui^nd nous ne pouvons énumérer exactenàent les 
causes, ou prévoir infailliblement leurs eÉets. Le cas le 
plus simple est bien évidemment celui ou le nombre de 
ces e£fets est connu, et où diacun d'eux est également 
possible X tel est le cas du dé. Le nombre des jugemens 
que l'on peut former pour l'arrivée d'une i:ertaine cou- 
leur, étant le même que celui des faces de cette cou« 
leur, ce dernier détermine le degré de confiance avec 
laquelle on attend l'apparition de l'une de ces faces ; 
puisque si l'on en augmentait le nombre , le degré de 
confiance augmenterait aussi. Mais ce n'est pas le nom- 
bre absolu qu'il faut considérer dans cette circonstance; 
car si le nombre des faces noires du dé augmentait en 
même temps que celui des faces blanches , que l'un et 
l'autre fussent doublés, par exemple, la proportion des 
jugen^ens affirmatifs et des négatifs, relativement à l'ar- 
rivée d'une certaine couleur , demeurant la même , on 
ne voit pas pourquoi le degré de çpnfiance dans l'arrivée 
de l'événement désigné changerait. Sur dix faces blan- 
ches et deux faces noires, on pourrait encore former 

1 ■ ■ ■ ■ I t ■ I ■■ - « III l»l|- H ll I ■■ll.ll.l II 11— ^» 

O Essais de Hume , sur la Probabilité» 
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cinq jugemens en faveur de la couleur blanche, contre 
un seul pour la couleur noire. 

Il suit de là que la mesure du degré de confiance 
dans l'arrivée d'une couleur, doit être le rapport du 
noinbre des jugemens affirmatifs au nombre des juge- 
mens tant affirmatifs que n^atifs, c'est-à-dire à leur 
nombre total, ou bien le rapport du nombre de faces de 
la couleur que l'on considère , au nombre total des 
&ce8; c'est-à-dire | pour U couleur blanche dans le dé 
proposé. 

€e rapport est ce qu'on appelle \dL probabilité ^na-* 
thématique y qui se forme, comme on le voit, endwisant 
le nombre des chances favorables à tés^hnement, par le 
nombre total des chances; mais il faut bien faire at- 
tention que toutes les chances comparées soient égale- 
ment possibles. Le jet des dés va nous donner le moyen 
de rendre bien évidente la nécessité de cette restriction. 

7. Lorsqu'on jette à la fois deux dés ayant six faces 
marquées chacune dt l'un de$ nombres depuis i jusqu'à 
6 inclusivement, pour peu qu'on réfléchisse sur ce qui 
doit arriver, on reconnaît que chacune des faces de l'un 
des dés peut se montrer avec chacune des faces de 
l'autre , en sorte que si l'on désigne le premier par A^ 
le second par B^ on aura les 36 chances indiquées 
dans le Tableau suivant : 
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Toutes les combinaisons marquées dans ce Tableaa 
sont des chances également possibles, tant que l'on co|^- 
sidère isolément chaque dé. Ainsi^ amener 5 avec le dé A 
et 2 avec le dé ^ , est une chance pareille à celle d'ame- 
ner 6 avec l'un et l'autre en même temps; mais si l'on 
attend l'arrivée des points 2 et 5 sans distinction d'ordre, 
la possibilité de l'obtenir sera différente de celle d'ame- 
ner 6, 6, ou le sonnez , puisque la première condition 
sera également remplie par la chance 2 , 5 et la chance 
5, a, tandis que 6, 6 ne se trouve qu'une seule fois parmi 
les 36 combinaisons également possibles des faces de ces 
dés. Ainsi , suivant la définition donnée ci-dessus , la 
probabilité d'amener les points 5 et 2 sans (distinction 
d'ordre, est f^ ou -pg^, et celle d'amener 6, 6, ou du son* 
nez , est seulement j^. 

Si l'évènemen t désiré était, non pas l'arrivée des points 
considérés chacun à part , mais celle du nombre mar- 
qué par ces points pris collectivement, on trouverait des 
possibilités très diverses. Par exemple, le nombre a ne 
pourrait s'obtenir que d'une seule manière, savoir, par 
la chance i, i ; le nombre 7, au contraire , résulterait 
de six chances différentes , savoir : 

|i 6|6 i|2 5|5 2|3 414 3|; 

et suivant ces conditions, la probabilité d'oft tenir le 
nombre 2 serait seulement j^ , tandis que celle d'ob* 
tenir le nombre 7 serait ^ ou ç. 

8. La définition de la probabilité maihématique, 
donnée dans le n® 6 et les exemples précédens , font 
bien voir que cette probabilité sera toujours exprimée 
par une fr€u:tion proprement dite, ou moindre que F uni- 
té, dont elle approchera d^ ait tant plus que le nombre 
des chances favorables à r événement que Von considère, 
sera plus grandpar rapport au nombre total des chances 
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possibles } mais elle ne pourrait se changer dans l'uiHléy 
que s'il n'existait aucune chance contraire à cet évèné^ 
ment, ce qui en rendrait la production certaine; eb 
sorte que Vanité est le sjrmbole de la certitude. 

Il est à propos de remarquer aussi que chaque évè^ 
nemeni incertain donne lieu à deux probabilités con^ 
traires, saxfoir, celle que cet évkflement arris^era, etcellç 
qu'il n'arrivera pas^ et que la somme de ces deux pro^ 
habilités est toujours égale à F unité. Lorsqu'il s'agit , 
par exemple, d'amener le nombre 7 avec 2 des, puisque 
sur les 36 chances qu'ils oiSreut, il n'y en a que 6 qui 
donnent le nombre 7, il y en a 3o qui ne le donnent pas : 
la probabilité d'obtenir le nombre 7 est donc^ou^, la 
probabilité contraire f| ou ^ ; et ^ -f" e ^^ ' - 

9. Après avoir exposé comment la notion de proba- 
bilité s'établit dans notre esprit, et comment elle pemt, 
dans certains cas, être susceptible de mesure , il ne sera 
peut-être pas hors de propos de passer en revue les di- 
verses acceptions qui ont été données au mot probable, 
dont est dérivé celui à& probabilité. La racine est dans 
le mot probabilis, lequel, d'après l'analogie de sa for-* 
mation, doit signifier ce qui peutse pra^isfer f*^. GicérOn 
a dit t « Le probable est ce qui arrive le plus souvent, 
» ou ce qui est établi dans l'opinion, ou enfin ce qui a 
» eu soi quelque similitude avec l'une ou l'autre de ces 
» choses , que ce soit d'ailleurs vrai ou faux , n'im- 
» porte »|; définition qui ne parait pas très lumi- 
neuse (**). 

« Le probable, suivant Aristote, est une proposition 

(*) Probabilis^ quiprobari et credi potesu (Facciolati Lezic.) 

{**) Probabile est id , quod ferè Jieri solety aut quod in 
opiaione positum est , aut quod habét in se ad hœc quamdam 
similitudinem , sipe id Jalsum >ettf sive verum. (Cicero, de 
laventione, lib. I, cap. 39.) 
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^) qui parait vraie, soit à tout le monde , soit au plus 
» grand nombre, soit à tous les sages, ou à la plupart 
» d'entre eu*, ou aux plus célèbres (*). » On voit 
bien là le fondement de cette ridicule tbéorie àupro^ 
^â^tYiVme^ suivant laquelle les théologiens je'suites affir- 
maient que l'approbation donnée par un docteur grave 
à une proposition quelconque, suffisait pour la rendre 
probable, théorie dont Pascal a relevé bî plaisamment 
Tabèurdité {Provinciales, lettre V). 

Aucun des passages que je viens de citer ne contient 
le Vrai sens que donnent maintenant au mot probable les 
écrivains qui s'expriment avec exactitude. Le probable 
n'est point ce qui peut actuellement se démontrer, mais 
ce qui doit arriver dans le plus grand nombre des cas, 
ce qui re'sulte du plus grand nombre des chantes, ce 
qu'on peut affirmer par plus de raisons qu'il n'y en a 
pour le nier, enfin ce dont la probabilité mathématique 
surpasse 4. 

' Va évènetnent ou une proposition peut être plus ou 
ifnoins probatxle qu\ine Autre ; mais un événement ou 
nnè^o^sïûcfD peu probable -est à peu près l'opposé dé 
probable, car on entend alors qu'il y a moins de motils 
de croire que l'événement arrivera ou que la proposition 
lest vraie, que de croire le contraire, et que sa probabi*- 
lité mathématique est beaucoup moindre que ~. 

1 ô. n suit dé tout ce qui précède, que Iq molprcba^ 
bîlilé est bien mal appliqué , quand on le donne à ces 
aperçus vagues et souvent contradictoires qui s'offirent 
en foulé lorsqu'on n'envisage que superficiellement un 
sujet. Cicéron affirme « qu'il n^a rie» qu'on nepuisse 

(*) Prohabile Aristoteli est propositio qiuB omnibus , aut 
plertsque , aut sapientioribus , iisque vel omnibus , vel plefis-^ 
que , vel celeberrimîs^ veravidetur, (Ghaavinf, Lcxicon phïlo<o^ 
phicum.) 



(*) Nihll est tant incrçdibile, quodnon âicendojiatprpbabil^m 
( Citero , Praefat. t'aradox. ) 
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» rendra probable dans le d «cours (^) n ; mais ce près- t 

tige de l'éloquence ne peut s^opéref qu'en pre'sentan t des 
énusuérations incoinplètes , en dissimulant avec ait une 
partie du sujet. C'est aussi comme cela ^Ue, par la préoc- i 

cupation, par rinfluence du désir sur le raisonnement y i 

on se trompe soi--même , en ne considérant un sujet que j 

sous an seul des points de vue qu'il peut offrir , en 
fixant son attention avec opiniâtreté sur une seule con- 
séquence* Llmagination se monte alors, et Ton en vient 
à regarder comme très probables , même comme cer- 
tains , des faits reconnus manifestement faux par tous 
ceux qui les ont soumis à l'examen, dans le calme de la 
raisonX'entrainement qui nous fait adopter une opinion 
n'est pas toujours sa probabilité. Dès qu'il n'y a point 
de discussion complète, de développement des cas favo«- 
raUes et dqs ca^ contraires, il n'y a point, à propre* 
ment parler, d'estimation de probabilité ; il y a croyance 
aveugle, illusion, ânipôrtement. C'est l'habitude de cé- 
der à «et entmtnenieât qui produit dans un si grand 
nombre d'esprits une vacillation continuelle, une fluc- 
tuation d'idées qui les rend le jouet de toutes les sot- 
tises et les exagérations que la mode ou l'intérêt en- 
fantt chaque jour. 

Il est viai que lai habitudes de l'esprit et les disposi#- 
tions de l'individu affaiblissent certaines impressions et 
en exaltent d'autres ; mais c'est à prévenir cet effet que 
tend le calcul des probabilités ou la disctiteion raisônnée 
qui en tie^t lieu. Comme le dit Condorcet , « il n'y a 
9 persoiiue qui n'ait observé sur lui-même qu'il a changé 
» d\>fnntbn mtr certains objets , suivant l'âge, les 
» circons^ceSy les évènemens, sans pouvoir dire ce^ 



\ 
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V pendant <iae ce changement ait été fondé for de ifoa- 
9 Tcaox moti&, sans pooTOÎr y asdgner d'antre canse 
» que rimpression pins ou moins forte des mêmes ob- 
» jets. Or, si an lien de juger par cette impression 
» qui multiplie on exagère une partie des objets, tan- 
» dis qu'elle atténue on empêche de Toir les antres, 
» on ponyait les compter ou les évaluer par le calcul» 
» notre raison cesserait d'être TesclaTe de nos impres- 
» sions. » ( Essai sur F application de V Analyse à la 
probabilité des décisions, etc. Discours préliminaire, 
page clxxxv.) 

1 1. Ce Tœu, qui ne pouvait être que celui d'un ami 
de rhumanité, est malheureusement fort loin de son 
accomplissement. Jusqu'ici l'on n'a résolu qu'un bien 
petit nombre de questions vraiment intéressantes par 
rapport à la conduite de la société ou des particuliers, 
et l'on a pu abuser du calcul dans cette partie des Ma-- 
thématiques appliquées, comme dans toutes les autres, 
faute de connaître les principes fondamentaux d<mt 
il fallait partir, ou d'avoir des faits en assex. grand 
nombre et suffisamment constatés ; mais l'examen scru-p 
pnleux qui sera fait, dans la seconde section de cet ou- 
• vrage, des diverses applications du calcul, montrera 
qu'il est permis de concevoir quelque espérance 
de progrès ultérieurs, si la multitude d'observations 
auxquelles l'organisation sociale peut donner, lieu 
ne se perd plus par la n^lîgence des qfiectateurs , ou 
n'est plus condamnée à l'oubli par l'amour-propre des 
hommes en place, dans la vue de cacher leurs faïutes on 
d'obscurcir le mérite de leurs prédécesseurs. En effet,une 
circonstance bien digne d'attention, et sur laquelle nous 
aurons occasion de revenir^ -c'est que les faits qui parais- 
sent les plus accidentels quand ils sont considérés un à 
un, man^estent un ordre lorsqu'on peut en observer un 
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çrand nombre de simultanés ou de consécutifs ; et le 
calcul fait voir comment, sans connaître la nature de 
leurs causes ni le nombre des combinaisons qui les 
produisent ou les contrarient , on peut assigner des 
limites à leurs possibilités respectives , et par consé- 
quent spéculer alors sur l'avenir conformément aux 
règles de la prudence (*). 

Cette théorie assez récente , qui soumet au calcul 
des probabilités les questions dans lesquelles le nombre 
total des chances et ses rapports avec le nombre des 
chances de chaque espèce , sont illimités ou inassigna- 
bleSy sera exposée dans la seconde section de ce Traité ; 
la première ne comprenant que des questions où ces 
rapports peuvent se déterminer à priori. 



{*) Lorsque ces secoars noas manquent, ce serait encore mettre k 
profit les sages réflexions deCondorcet, que de consigner dans des 
notes exactes , les impressions qo,e nous recevon^s des objets ou de& 
lecture!) qui nous frappent, les principes que nous adoptons en 
conséquence de ces inrpressions, et les motifs sur lesquels ils sont 
«ippnyés , afin de pouvoir remonter, quand nous le voudrons , À 
Torigine de nos jngemens, en noas reportant aux époques oà nous 
les avons formés, et en nous remettant sous les yeux les bases que 
Boius leur avons données. Par de fréquentes revues de ce genre on 
rendrait, ce me semble, ses déterminations plus constantes, ses 
changemens d''opinions mieux motivés ; et peut-être parviendrait-on 
à séparer entièrement ce qui est dû aux forces variables des impies- 
éions , de ce qui constitue la vérité des choses , qu'on doit toujours 
chercher j car « il ne faut pas recevoir les opinions de nos pères 
>» comme des encans,' par la senle raison que nos pères les ont 
» elles. » ( Pensées de Marc-Aarèle^ traduction de Jolj, chap. 19, 



y édition. 
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SECTION PREMIÈRE. 

Détermination de la probabilité j lorsque le 
nombre des chances de chaque espèce ou 
le rapport de ces nombres est assignable j et 
peut se déduire k priori de Vénoncé de la 
question. 

12. On a TU dans le n® 6, que la probabilité d*an 
éTènement avait pour mesure la fraction formée en 
divisant le nombre de chances faiYorabes à cet érène^ 
ment, par le nombre total des chances ; en ayant soin 
d'ailleurs de n'employer pour cette évaluation , que 
des chances également possibles. Si donc on désigne 
par m le nombre de chances favorables à un évène^ 
ment, par n le nombre de chances contraires , sa pro- 
babilité sera exprimée par 

m 



m ^ n 
et la probabilité contraire, par 



n m 

ou 



/ ?ii -f-Ti m -f- n' 

en sorte que si l'on représente par e la première de 
ces probabilités , la seconde sera i — -e. 

Ayant , par exemple, un jeu composé de 32 cartes^ 
parmi lesquelles il y a 17, figures, la probabilité qu'en 
tirant au hasard une carte de ce jeu , on aura une 
figure , sera -^ ou | , et la probabilité contraire fS ou \, 
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Dans cette question on ne considère que deux sortes 
de' chances , celles qin amènent un« figure , et celles 
qui amènent une carte d'une autre espèce : il n'y a par 
conséquent que deux sortes d'évènemens, dont Tune 
ne petit avoir lieU qu'à Keichutiou de Pautre ; mais si 
l'o^n di^tÎBgttait la couleur des figures, en considérant à 
fmrt H pe/ssîbilité de prendre une figure en cœur, en 
€anrëmUy ^tt pique ou en ti^fte, on aurait 5 évènemens 
poMibles. La {HrobaMUté d^avoir une figure dans une 
Couleur étant ^ , puisqu'il y en a 3 dans chaque cou- 
ktft , k détail de tous les évènemens possibles donne- 
rsàt le» prohabiKtés 

^ pour une figure en cœur, 

jt «f ••« CApiquey 

^ .«••••»•.«...« en tffâe, 

~~ pour ne pas tomber sur une figure, iiaclàons' dont 

la somme compose Tuàilë* 

11 ^n sera de même quelque muftipliéesr que soient 
les diveives sortes d'évènemens possthles. Une urne 
«omprenant un nombre m de boutes blanches , re de 
voagiBs, p de bleues, q de vertes, r de jaunes, s de 
wHi^s y et de laquelle il faut tirer une boule au hà- 
mxà , otfine six sortes de chances composant un nombre 
total 

et dottûaûilt lés probabilités 

ff, d'obtenir une boule blanche , 

•s^ « ^ .. • . , «. une bouk rouge^ 

et ainsi des 4 autres. La somme de toutes cesprobabi- 
liiés est 

a.. 



/ 
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T _ ^, — I. 

Je ferai observer ici que toutes les questions de pro- 
babilité auxquelles s'applique le calcul , peuvent être 
représentées par un tirage à faire dans une ou plusieurs 
urnes contenant diverses sortes de boules , ou par des 
dés ayant un nombre quelconque de faces marquées 
diversement. Pour concevoir 1^ jet de pareils dTés » il 
faut les supposer d'une forme, prismatique très allon- 
gée» ou terminés par despyramides, afin qu'ils ne puis- 
senV^rester que sur les facp parallélogrammes. 

^ 1 3 . Dans les exemples ci^^lessus nous avons cherché la 
probabilité absolue de chaque sorte d'évènemens ; mais 
il y a des questions qui mènent à ne considérer une 
probabilité que relativement à d'autres. 

Si y par exemple > dans le jet de deux dés on voulait 
connaître la probabilité d'amener le .pçint 7 plutdt que 
le point 4» il faudrait ne tenir compte que des chances 
relatives à ces évènemens. On verrait dans le n^ 7, 
qu'il y a 6 chances différentes qui peuvent former 
le; premier point , et qu'il n'y en a que 3 pour for* 
mer le second; par conséquent, si deux personnes 
jouaient ensemble sous la condition y pour l'une , 
d'amener le point 7, et pour l'autre., le point 4 , en 
regardant comme nuls tous les autres coups , la pre- 
mière ayant 6 chances pour elle, tandis que la seconde 
n'en aurait que 3 , les probabilités seraient 

- pour le gain de la i" , -pour celui de la 2*. 

t 

Ces résultats s'obtiendraient aussi en> comparant les 
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probabilités absolues des peinis 7 et 4» lesqudles sont 
^t ^ ; car en les difisattit par leur «omittOy il ^ictndrait 

36__ __ 6 55 __ 3 

36 ■'' 36 36 "^ ^ 

De même, on troùwra qtte âans'l'ezemple de l'urne' 
contenant des boules de six <;onlears différentes (laj, 
la probabilité de tirer uneboiile blanche plutôt qu'une, 
boule ronge, est . ' 

T m 



m n m -^w n ' 

7* "*" T 

, s 

et la probabilité contraire , c'est-i*dire celle de 'iirer- 

une boule rouge plutôt qu'une boule blanche^ . ■ : '--^ 

Dans la- détermination de la probabilité relative, on 
fait dpnç abstraction de toutes les chances étrangères 
aux deux éyènemens, que Ton considère comme s'ils, 
devaient seuls avoir lieu, puisque tous les autres sont 
nuls par rapport aux conditions qu'on s^est imposées ^ 
et de là résulte, ainsi qu'on Ta tu par les exemples ci- 
dessus^ que \sL probabilité relative s'obtient en divisant 
ta pwbqbilité absolue de Vévhnement dont il s* agit , 
par la somme des probabilités absolues des deuoù évè'^ 
nemens que F on compare, ^ ' . * 

i4- Il faut remarquer aossi qu'une probabilité. pQut 

s'obtenir en prenant la somipe de pl^sieurs autres ; et 

' cela. arrivée lorsque de plusieurs classes.de chances oi\ 

n'en forme plus qu'un6 seule, ^n cessant d'avoir ^rd 

aux ciffQOBstanceàqui les di^tipguAMt. Si., par exçi?)pl.e> 
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on jouait «t«c 4eiUL des, «put la cpnéi^on d'anacoer 
IndistioclenuMit aoît 7, «oil^, on verrait |kar le Ui- 
bleau de la page 11^ qu'il y a 6 manias d'amener 
le point 7, 5 d'amener le point 8 : la probabilité d'à* 
mener Tim pu l'autre serait donc 

«^ 5 _ II 

?6 + 36~ 36' 



ee qui est d'ailleurs évident ^ puisque la condiâon pro- 
posée embrasse 1 1 chances sur les 96 que le jet peut 
amener. 

i5. Souvent l'événement attendu se compose du 
concours de plusieurs autres qui ont chacun leur pro- 
babilité propre, tC desquelles il faut déduire celle du 
premier. Si , par exemple, lorsqu'il s'agit de tirer d'un 
j^i^ d^ 3^ CfBirtes y une figure d'une couleur donnée , on 
partage d'abord ce jeu en 4 paquets , dont chacun ne 
^pntîenne que les 8 cartes d'une ménifi couleur , 
Hi^léç^ dVUemcs d'une manière quelconqui^ , la c^i^-te 
désignée pouvant être indifféremment dans l'un quel- 
conque 4es 4 paquets , 1a probabilité de mettre la 
jpç^Ui sur le paH{uet qui la renferme est | ; mais comme 
cç paquet contient huit cartes , sur lesquelles il y en 
a, 3 qui remplissent la condition demandée, la proba- 
bilité de mettre la main sur l'une de ces cartes , lors- 
qu'on e^ prend une dans le paquet où ellç sie trouve^ 
t»% |, Aiusi, pour arriver à I4 cartie demandée, il faut 
le concours de deux évènemens dont le^ probabilités 
particulières sont | et f . La probabilité de ce concours 
est le produit des deux^ précédentes f car puisque les 
paquets sont égaux , et qu^un seul oontient la carte 
désignée, il ne faut chercher les chances qui la donnent 
que dans le ^ du nombre total des chanoea; et oonune 
4es 8 chances renfermées dans ce ^ , 3 tenlement refUs 
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plissent la «QuditlOD demaiidée, il faudra donc pftndre 
les I de I pour oht|»iUr le rapport du nombre dea 
chances favorables , au nombre total des chances , ou 
la probabilité cherchée , qui sera ^ Xf = -^^ 

L'exemple ci-dessns peut être représenté par le jet 
simultané de deux dés, le premier ayant 4 faces, 
I marquée jé^ les 3 autres blanches; et le second 
ayant 8 faces , 3 marquées ^ , les 5 autres blanches : 
le concours des lettres A et B^ sera précisément sem- 
blable à celui des év^nemçns indiqués dans le n® pré- 
cédent ; mais en raisonnant comme dans le n® ^ , on 
voit que Tune quelconque des faces du premier dé 
pouvant se présenter avec toutes celles du second, le 
nombre total des chances sera ^ X 8 :Fp3a , et sur ce 
nombre^ 3 seulement , formées par la combinaison de 
la face A du premier dé avec les S faces B du second, 
rempliront la condition demandée : la probabilité 
cherchée asra donc ^=a^ • 1 9 comme on Ta trouvé 
d'une autre manière. ' 

I 

^6, E« général, soît ' ■■■ , " ■ la probabilité d'jm 

événement, ^ ■ celle d'un autre; la probabilité de 
leur cûncoiurt sera 

m p Tnp 

m + Ti |? + y ('» + »)(/> + ?) 

f»r Ifi gftnre de hasard pifopooé peut être assimile au 
jet de deùi dési dont le premier aurait m, fatcea marw 
quées ^ , et n faces blanelie^^ k seeond p face? mar^ 
quées il , et q faœa blai>cbes. Alot $ k nombre U^tt\ 
dea chances potables serait (»i 4^ ») (/rH- î ) ; BMÎe 
«uf àe liMibre, il n'y aurait qu^ les mp mvàimmmw 
d«s. fafie^ ii^ur^tt^es A avec Jcs f«<?eft miprq^ii^Q^ B , q^^ui 



\ 
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pvoduîraient yéTènemént demandé ; ainsi la pi-ôbabi^ 
Iké du concours des ëyèDemens A et B ser^iit ' 

7np m jp 

('» + '0(F+¥) ~ rn + n p + q 

On étendrait sans peine ces considérations au con-^ 
cours de trois évènemens AyBjC^ dont les probabi-- 
lités particulières seraient - 

• ' m V r 



■ ' m^n ^ P'^9* r-^s' 
on ti'ouverait pour la probabilité de ce concours, 

mpr '^ m p t 



et ainsi de suite, quel que fui le nombre des évè- 
nemens. 

En désighant sous la dénomination de probabilité 
simple, celle de cîiàque événement pris en particulier, 
et àe probabilité composée, celle de leur concours, on 
peut donc poser |;éiiéralemen^ ce- principe : la prcba-' 
bilité composée s'obtient en faisant le produit des pro^ 
babUiûéàisimples. 

17. La considération des probabilités composées^' 
-dispensant de former le développement de toutes les 
combinaisons possibles y abrège quelquefois le» calculs 2 
en voici Un exemple assez simple. Supposons qu on ait 
assemblé danâ uii paquet les 1 3 cartes d'une mêttié 
couleur qui se' trouvent dans un jeu* complet* de 5ai. 
cartes , et qn^ on demande ta prpbâbêltlé que. les dJ&ifX 
premières cartel du paqùeé soient un as et un.deuxyla 
probabilité que. Vd^ soit à la première place est -^ t 
puisque cette carte pourrait occuper l'une quelconque 
de^ i3 places du paquet ; cette carte ôtée , ilen resta 
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■ 

i% ; ainsi la probabilité que le deUar se troiiirèrà la pre-' 
mière carte de ces 12 ^ siéra ^ : la probabilité du con-^ 
cours de ces deux évèneineRs sera donc 

i2 . 12 i56* 

Pour résoudre cette question en remontant à Ténu-^ 
mération de toutes les chances possibles, il faut d'abord 
chercher le p^jpibre dès arrangemens dont peuvent être 
susceptibles 1 3 cartes , et qui , d'après la formule des 
permutations donnée dans les Étémens d^ Aîghbre , est 
le produit f.2i.3....ti.i2.i3. On observera ensuite 
que lorsque 2 des 1 3 cartel du paquet ont une place 
déterminée, il en reste 11 que Ton peut arranger 
entre elles de toutes les 'manières possibles, c'est-à- 
dire deT.2.3...,.ii manières : ce sont là les chances 
qui produisent l'événement .désiré, dont la probabilité 
sera par conséquent 



1 . 2 . 3 . .' . . 1 1 . 1 2 . 1 3 ' 



En suppiimant les facteurs 1.2.3....11 , communs 
au numérateur et au dénominateur, il viendra seu-^ 

* 

lement 



1773^ t56* ' : 



<i ) 



ainsi qu'on l'a trouvé ci-dessus, ' 



') 



i8v La,qvie3tiQn^sui«ain|e ^montirera mieux i. encore 
la faueili^ qpç l,aiicQnsidér!atiQkn,;des.prol]iabilités, com^* 
posaea procure pour résoudre les problèmes, et«don^ 
nera lieti à quelques remarques utiles. 

Soient deux urnes dans Vune desquelles il y ait 
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1 bûulot blanches et x nom , et dam Vautre 4 béulee 
blanches et i noire ; on demande la probabilité dame^ 
ner une boule blanche, en prenant au hasard dans 
* tune quelconque de ces urnes, La probabilité qu'on 
mettra la main dans la première urne étant > , et la 
probabilité qull en sortira une boule blanche étant | , 
la probabilité du concours de ces di^ux évènemens est 
donc ^.|ou|. 
On a de même pour le tira(^ dans la seconde urne» 






Les deux probabilités | et ^ doivent s'ajouter ^ car^ 
suivant ce qu'on a vu dans les n®' 6 et 8, ces fractions 
se rapportent à la même unité qui représente la certi- 
tude , et sont en conséquence deux parties de la pro* 
babilité cherchée : on aura donc pour cette der- 
nière 

a , 4 • . * *ï 

La probabilité de tirer une boule noire se calcule de 
même. On trouve pour la première urne ^ . ^ , pour la 
seconde ^ . |, et la somine ^ + 7^=7^. En l'ajoutant 
à 7^, U vient l'unité, ainsi que cela doit être, pui&«- 
qu'il a*agit de deux évènemens dont l'un ou l'autre 
arrive nécessairement. 

19. Pour achever d'éclaircir ce sujet, je vais résoudre 
la même question, en considérant les deux tirages con* 
jointement , et je préviendrai d'abord une erreur dans 
laquelle il parait facile de tomber* Au premier coup 
d'œil , on pourrait penser que puisque les deux tirages 
s'eurent sur la totalité des boules eontenueê dana les 
deux urnes, «t donc le* nombre est 8, sur lesqueUas 
il s'en trouve 6 blanches , la probabilité d^en obtenir 
une de cette couleur est | ou | , fraction qui sur^ 
passe i|. 
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L'erreur qu« l'on qpmmettrait vieat de ce que po^ir ' 
mettre en commun les boulas 4e U première urne 
avec celles de la seconde , il faut que le nombre en 
soit le même dans Tune et dans l'autre , afin que toutes 
les chances soient également possibles , ce qui n'aurait 
pas lieu sans cela. En effet , les l>pi|le& ét^fiX séparées^ 
la probabilité d'avoir une boule quelconque de la pre- 
mière urne eèt égale à celle d'avoir une boule quel* 
con€|ae de Vi secoade uri^ç ; miiU quand on mêle les 
boules , qui sont alors au npmbr^ de 8, sur lesquelles 
3 sont de la première urne çt 5 de la second^ , les 
prpbabiUtéâ précédantes devieiment inégales, la pre- 
mière étj^nt J et la seconde. |. 

Cette inégalité disparait lorsqu'on réduit au même 
dénominateur le^ probabilités | et | , relatives au 
tirage d^une jboule blanche dans chaque urne, ce qtii 
d'ailleurs n'altère point les valeui*s respectives de ces 
probabilités. En procédant ainsi , on change les frac- 
tipuç I et I en tt et H ; alors la première urne est 
censée contenir lo boules blanches et 5 noires ; la 
seconde » 12 boules blanches et 3 noires, les probabir* 
lités respectives sont les mêmes qu'auparavant, et le 
nombre total des boules est devenu le même dans 
chaque urne ; considérant donc ces boules comme 

réunie^ d»n9 une seule nme , ^u nombre^ de 3o , dont 
^t^ bliinehes^ Qn a pour le tirage de l'une de eeUes-çi 
la prpbftbiUté tf ou ^, 

On s'assurera en général de l'identité des résultats 
obtenus par Pun et par Tautrè de ces deux procédés, 
en supposant des urnes en nombre a , cont«9n^t cha- 
cune 771 boules blanches et n noires , et des urnes en 
nombre b^ contenant p boulea blanches et q boules 
noires. Par le premier procédé , on aura pour la pro- 
l^bilîté d^ tiicage d'une biptule bUnche , 
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a m b p arn{p 4- y) + bp{m + it) ^ 

a+* m+n'^ a+b p+q~ {a ^ b) (fn +n)(p^q)' 

ams + bpr 
cw 

en faisant pour abréger 

a + bz:=Cj m+»a=sr, p+qziss. 

Si Ton réduit au même dénominateur les fractions 

— , > » il viendra — , ^--, et Ion pourra remplacer 

toutes les urnes par une seule contenant ers boules sur 
lesq^uelles il y en a ams'^bpr qui sont blanches ; d'où 
résultera la probabilité trouvée ci-dessus , bien diffé- 
rente , eu général, de la fràctioh — rrt^ fotfoéei^Vk 

or-^Os, 

divisant le nombre actuel des boules blanches pak* le 
nombre total et actuel des boules.. 

Mais ces expressions s'accordent, i^. lorsque le nom-, 
bre' des boules est lé même dans chaque urne, ce cmi 
donne r=j,'d'où 

ams 4- bpr am + bp 

ers ar+br .' . 

: 2*. Lorsqu'il y a dahs toutes le même rapport entre 
le nombre des boules blanches et celui des boules. 

noires ; car si l'on désigne ce rapport par A , on a 

j 

n=skm^ q^kpy r=m{i + k) ,sz=^p(i + ti)^ 

ce qui réduit 

• ' '. ' « . ' 

^ms 4- bpr - am •+- pb , i ■ 

- — «-^ — ^*— et -h/-^ à — --^r- 

.... ers., ar + bs i -h * ; 

Cet exemple- fait voir ' combien il est * *ii^ * VÎe ' se 
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tromper dans là recherche des prohabilités ; et il s'en 
pre'sentera encore d^autres du même genre dam la 
suite. ' 

Détermination des Prùbabilités dans les êpreui^es ri*^ 

pétées dits mimes hasards, 

20. Lesépreui^es répétées les plus simples sont les 
jets successifs du même dé, ou les tirages de nu- 
méros pris dans une urne , et remis chaque fois , afin de 
conserver toujours le même nombre de chances de 
chaque espèce. 

Ce genre de probabilités se détermine d'abord par la 
considération des probabilités composées. Se proposer, 
par exemple , d'amener deux fois de suite le point 6, 
en jetant deux fois le même dé, c'est demander le 
concours de deux évènemens dont la probabilité sim- 
ple eét g- : on aura donc pour la probabilité cher- 
chée (i6) i- X I =• 7ç; on trouvera de même que la 
probabilité de ne pas amener du tout le point 6 est 
I X 4 ^ ^- La somme de ces deux probabilités n'est 
pas I y parce qu'outre les deux évènemens que nous 
venons d'indiquer , il y a encore celui de n'amener 6 
qu'au premier jet, ou de ne l'amener qu'au second : 
la probabilité du premier événement est-^.|=:-^; 
celle du second ^ | . ^ = ^ ; et la réunion des quatre 
probabilités qu'on vient de trouver, donne 

36 "^ 36 "•"36 "^36"" 36 ~"'' 

Au lieu de calculer ainsi, l'une après l^autre, les 
probabilités des divers événement qui r^ultent des 
jets successifs du même dé , on peut les obtenir toutes 
à la fois dans une même formule. Il suffit pour cela de 
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coiuidérer qut tî^ daas ime épreuve, il y a m chaBceè 
qui prodttiteiit rëfèttement A^ n chancet qû produn^ 
sent réTènement B ^ sur le nombre (m-f*n)(fn -«f-n) 
SB {ni'^^nY qui embrasse tous les arrangemens pos- 
sibles des chadces dans kt deux ^eaves^ tt y en 
aura m' qui produirait la sweceMoii AA^ mn la suc- 
cession ABj nm la succession BA^ et n* la succession 
BB ( 16) ; en sorte que les prâbabîlittfs poor obtenir les 
ëTènentens composés 

AAy AB^ BAy BBy 

sont respectivement 

m* mn mn n* 



Si Ton ne distinguait pas Tordre des ëyènemeus sîi 
pies ^ on regarderait oonuiie ne formant qu'un seul évè^ 
cernent composé , les arrangemens AB et BA : alors la 

probabilité d'obtenir Tun ou l'autre serait 



{m+ny' 
en sorte qu'il n'y aurait plus que trois évènemens corn* 



A A f AB y BB y 

ayant les probabUilés 

m* amny n* 

(m+li)'* (m 4. 71)** (m + n)»' 

dont les numérateurs sont les termes du développement 
de la seconde puissance du binôme m -f n , et dont la 
somme est égale à l'unité. 

ài. On trouverait d'une manière semblable, les 
diverses probabilités des évènemendl qui peuvent avoir 
Ueu dans un nombre quelcoi^que d'épreuves; mais. 
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pour plus de génëralUë| je supposenii d'abord que 
le nombre des chances varie à chaque épreuve. En 
bornant à trois celui des épreuves , je désignerai 
par 

m' etn\ m". et n'y m'ctn^, 

les nombres de chances qui amènent les évènemens ji 
et B à la première , à la deuxième , à la troisième 
épreuves. D'après ce qui a été dit dans le n® i6, le 
produit 

-f* m'ïi^m' + tn'n''rf 
-f Wm^nf ^ n'mfn' 

-f. n'n''nir 4- n'ri'n'^ 

donnera le nombre de toutes les combinaisons pos- 
sibles dans les trois épreuves proposées , et un terme 
quelconque exprimera le nombre de chances qui 
amènent l'événement composé des évènemens simples 
A et B y répétés , le premier autant de fois qu« la let- 
tre m entre dans ce terme , et le second autant de fois 
qu'y entre la lettre n , les accens tiiiarquant d'ailleurs 
tordre des épreuves. 
Par éxeiûple, tes termes 

m'm''nr j r JAB 

tnlffit^ > lépondront aux successions \ ABA 
n'm''wr \ l ÉAAi 

et l'on aura par conséquent la probabilité de chacune, 
en donnant pour dénominateuri au terme qui lui cor- 
respond y le produit 

Si maintenant l'on pose m' = m* s=s m** as m , et 



.♦•ri 
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n zur^n" z^^n" ss nj ce qui changera 

les termes indique's ci-dessus deviendront tous égaux à 
m*n^ nombre qui sera celui des chances relatives ^à 
chacun des ti'ois évènemens désignés y tous distincts, 
lorsqu'on fixe l'ordre de la succession des évènemens 
simples dont ils se composent. 

Si Ton fait abstraction de cet ordre , ils n'en for- 
meront plus qu'un seul » répondant à la somme de 
toutes leurs chances qui est 3m^7i, et ne diffère de 
fn*n que par le coefficient dont ce produit est affecté 
dans le développement de (m 4- f^)^' H est aisé de voir 
qu'on arriverait aux* mêmes conclusions pour un 
nombre quelcon que - d'épreuves . 

Ainsi donc p étant le nombre des épreuves^ et le 
développement de 

(m + ny=:7nP'\-£ mP-^n -f-^Ç^TZli mP-*n» 

I I • 2 



il suit de ce qui précède que le premier terme mP in^ 
dique le nombre de chances qui , sur un nombre p 
d'épreuves, donnent /? fois l'événement A ; 

Le second terme ^ mF^^n , le nombre de chances 

I 

qui donnent/? — i fois l'événement ^ et une fois l'é* 

vènement B , dans quelque ordre que ce soit ; 

Le terme général£^e=iXP=^::^=!£±L)«P-,„,, 

le nombre de chances qui donnent/? — ^ fois l'évè* 
nement ^ et ^ fois l'événement B , sans distinction 
d'ordre. 
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Si Fou voulait établir une succession dëterminëe , il 
faudrait supprimer le coefficient, et ne prendre que 

£n diyisanC donc chacun de ces termes par le nombre 
total des chances, qui est {rn-^-rCf^ on aura les probabi- 
lités de chacune des successions d'évènemens simples 
auxquelles ils se rapportent. 

22. Soit pour abréger 

m n _ 



le développement 

n^ , p mP^*n . p(p — r) rrir^n^ 
— — -4- •4-"Cj£___i -___.«__ j. ptc 

(m+ii)P ^ I (m4-7i)P>^ 1.2 (w + n)P ^ * 

auquel se tirent, toutes les probabilités des divers évè- 
nemens composés^ que peut offrir un jiombre J9 d'é- 
preuves (di) , se changera en 

^j^P. eP-'f+ Pk-Ï]ier^f 



I " • 1.2 



formule dans laquelle un terme pris isolément exprime 
la. probabilité d'un événement composé de A répété 
autant de fois que le marque l'exposant de la lettre e, 
et de B répété autant de fois que le marque l'exposant 
de la lettre yi 

Le plus souvent on ne fixe pas d'une manière pré- 
cise le nombre de répétitions du même événement ', 
mais on lui jassigne seulement une limite. C'est ainsi 
qu'on peut chercher la probabilité de n'avoir pas 
moins dç /; — i évènemens A sur le nombre^ d'é- 
preuves, énoncé qui admet aussi le cas où il arrive- 
rait'/? évènemens >/'; et auquel satisfont par consé^ 
3* édition. 3 
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quent ks deux premiers termes de la formule ci- 
dessus : la probabilité de ces évènemens sera donc in- 
diquée par 

I 

somme des deux premiers termes. 
De même la somme des trois premiers , 

/^ I *' 1.2 "^ * 

indiquera la probabilité de ne pas avoir moins àep — a 
évènemens A y et plus de i>, évènemens B, 

£t en général la somme des termes de la fomiLule,N 
depuis le premier jusqu'à celui qui est affecté de e^^^, 
c'est*-à-dire 

indiquera la firobabilité de n'avoir pas moins àep'^q 
évènemens A , et plus de y évènemens B, 

Si , par exemple , on demande la probabilité d'a- 
mener le poiut 6 au moins 2 fois dans quatre jets suc- 
cessifs d'un dé à six faces , on fera 

» /• s / 

et il viendra pour cette probabilité , 



= — ^ , entre >- et 5* 



ig6 



Si Ton eût demandé seulement d'amener 6 au moins 
une fpis^ il aurait fallu prendre la somme des 4 pre- 
miers termes du > développement de (e-f*/)^ * nms 
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comme e +/== i, et que par çqnséquent (c+yj^ss i , 
la somme des 4 premiers termes est égale à i — /^ x il 
est donc plus court de calculer directement le Vdttxxef^ 
pour le retrancher de L'unité^ ce qui donnera 

54 ^_ 625 67 1 

6* 1296 1296 

pour la probabilité demandée; et puisqu'elle sur- 
passe 7 , il en résulte qu'il est probable que le point 6 
arrivera au moins une fois dans quatre jets (9). 



62Fi 



La probabilité de l'événement contraire esty^=-j! ^g^, 
puisque le terme y+, ne contenant pas la lettre e, in- 
dique la répétition des seuls évènemens B : c'est donc 
par sa contraire que nous avons déterminé la probabi- 
lité demandée; et il faut opérer ainsi toutes les fois 
que l'expression tle la première est plus simple que 
celle de la seconde. 

23. On voit encore par l'exemple précédent comment 
la probabilité d'amener le point 6 au moins une fois, 
qui n'était que ^ à la première épreuve , s'est accrue 
par la répétition des jets du dé. Ce changement peut 
faire naitrd la quejstion suivante ; déterminer le nombre 
d épreuves nécessaire pour qu'un événement acquière 
une probafjiilité donnée ? Si l'on deniandait en combien 
de jets du même dé on obtiendra la probabilité g 
que le point 6 arrivera au moins une fois , on aurait 
c = ^ , y*= ^y q-=p — I , et il faudrait déterminer/; 
par la condition que la somme des termes 

e? -(- ^ eP-/. . . . 4. -2 e]r^V 

fut égale à gr , ce qui ne pourrait se faire imn^édiate* 
ment que par de^ essais répétés ; mais en prenant )a 
probabilité contraire ,, exprimée par le seul terme jT^ 
et ^V dans l'byppiliièse proposée , doit être finale i 

3.. ' ' 
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j ^^g OU kj on aura l'équation 

/F = *, d'où plog/=:log*, p = ^ 

Si Ton substitue aux lettresyet k les fractions -, , 

* s t 

on trouvera 

£ h — \r 

^ , n k — In 

1 - 

;( 

J'appliquerai cette formule au problème qui paraît 
avoir e'té le premier de ce genre que les géomètres 
aient re'solu , c'est celui de trouver le nombre de jets de 
deux dés, dans lequel il y a autant de prohabilité 
d amener deux six (ou sonnez) que de ne pas le faire. 
Pour cet exemple , on a 

1 I 35 I2 

ce qui montre que l'événement proposé *est moins 
probable que le contraire , quand on n'embrasse que 
24 jets 9 et plus probable , quand oïi en prend 25. 

24* Cette conclusion paraissait fausse au chevalier de 
Méré, qui proposa le problème à Pascal dont il tourna 
les méditations sur le calcul des pix>babilités. Ce che- 
valier , homme d'esprit, mais étranger aux Mathéma-^ 
tiques, croyait que puisqu'il suffisait de 4 j^^ pour 
arriver à une probabilité surpassant j, d'amener le 
point 6 avec un seul dé , qui n'offrait que 6 chances à 
chaque coup, le jet de deux dés en présentant 36^ 
ou G fois 6, il devait suffire de 6 fob 4 ou 24 jets, 
potir obtenir lé même tésultat par rapport à l'évène- 
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inent 656(011 sonnez); le contraire lui.paraisdidt nn 
grand scandale, qui lui faisait dire, hautement que les 
propositions n'étaient pas constantes , et que l^Arith^ 
métique se démentait. ( Lettres de PascaL à Fermât , 
Œuvres de Pascal, t. IV , p. 419» ) 

La difficulté prépe'dente , fondé,e sur Tignorance des 
formes du calcul , n'est pas la seule qu'on ait éleve'e 
contre l'évaluation des probabilités dans les épreuves 
répétées : d^Âlembert a voulu jeter du doute sur les 
principes mêmes. L'exposition et la réfutation d'une 
seule de ses objections suffira pour les faire apprécier 
toutes; car elles, n'ont obtenu l'assentiment d'aucun 
géomètre distingué , et elles prouvent seulement qu'il 
peut arriver^ aux .hommes le plus justement célèbres, 
de s'égarer même dans un sujet fort simple. 

Suivant d-Alembert, lorsq.iji'on jette un dé a deux 

fsu^s, que je désignerai par A etB ^ le pai*i d'amener 

. la face A au moips upe fois en deux coups , n'a en sa 

2.3 
faveur qu'une probabilité 5 au lieu de y qaç ddnne le 

principe du n" ap 2 Car, dit-îl^si l'on amène ^ du pre- 
mier coup , le jeu est fini , et si l'on amène au contraire 
la face B, il faudra jouer le second coup, qui dpnnera 
A on By en sorte qu'il ne peut réellement arriver que 
Tun de ces 3 évènemens, y/,' BJy BB , dont 2 font 
gagner le pari (f). Cela est vrai ; mais l'erreur consiste 
à supposer aux deux derniers la même possibilité 
qu'au premier 2 elle est du genre de celle qui a été in- 
diquée dans le n^ 18. 

En effet, la probabilité de l'arrivée de A au premier 

coup est - , comme celle de B j mais celle des évène- 



{*) Opuscules mathématiques de D'AUmbert y tovoA II» p. «o. 
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iiien»compotë» BA et BB^ qui n'ontlieu qn'au deHicièiiie 

coup , est , avant le premier toup , - • - == ^ . j aÎDsi 

le joueur qui parie d'amener A au moins une fois, a 
en sa faveur, avant ce coup, la probabilité 

1 I ^^ 3 • 

la uieme qu'on obtiendrait en embrassant les quatire 
arrangemens que présentent les deux épreuves com- 
binées ensemble j savoir y 

AAy AB, BA, BB &i. 

En général , il est visible qu'il y a le même nombre 
de chances dans n jets successifs du même dé , et âan6 
le jet simultané de n dés sem'blables. Il parait , pai^ lea 
Lettres de Pascal à Fermât , qu'il était tombé d'abord 
dans ' une erreur analogue à telle que nous venons de 
relever (y*). ■ V •• i •.■ 

25. On peut aussi déterminer les probabilités siippl^^ 
d'après celles des évènemèns composés. Par exemple > 
un joueur ayant reconnu' que, dans une partie formée 
de trois points, il peut en céder deux à son 'adversaire,, 
pour établir entre eux l'égalité , on demande la proba-^ 
bilité qua le premier joueur de gagner un point:' 

Il résulte de l'énoncé, qu'il a la probabilité ^ de ga- 
gnèi* trois points de suite , puisqu'il perdrait la partie 
si son adversaire en gagnait un auparavant : l'on a 
donc pour ce cas 

e^ = î, 4'où .e = 






(*) Essai philosophique sur les Probabilités, page i3 de la 
cinquième editiôâ m-8or 

{**) Œuvres de Pascal , tome IV» page 4^4^ 
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ce qui fetient à ewàatofà «^57937, un pea (moînt 

Si le premier joueurne cédait cpi*un point sur trois, 
alors Ità chaoioeB cii..fa>iaveiir seraient. de gagner les 
Urois pointa. de suite, ou en quatre coups au plus ; car 
s'il manquait deux coups , son adversaire gagneisit 
la partie ;< ainsi Ton aurait 

e4 + 4ey=l, ou 4e5-3^ = i, 

en mettant pour /*, sa valeur i — e. Cette e'qiiation 
étant résolue ferait connaître e; on trouverait 0,61 43 
environ (*). 

a6. La considération des divers évènemens composés 
qui peuvent arriver dans les épreuves répétées du même 
jeu^ mérite toute notre attention, parce qu'elle fournit, 
ainsi que l^a remarqué d'abord Jacques Bernouilli dans 
la quatrième partie de Vjirs conjectandi , et ensuite 
Condorcet dans ses divers écrits sur le calcul des Pro- 
babilités, les meilleures bases que Ton puisse donnera 
la philosophie de ce calcul , pour fonder l'utilité de ses 
applications. 

Les termes du développement de {m-^Tif indiquant 
les chances favorables à chacun des évènemens compo- 
ses qui, dans un nombre j[? d'épreuves,. peuvent résulter 
des diverses successions d'évènemens simples A et B^ 
il est facile de déterminer lequel de ces évènemens corri'' 
posés a le plus de chances en sa /ai^eur, et est par 
conséquent le plus probable. Il suffit pour cela de cher- 
cher quel est de tous les termes du développement 
(m -}- hYy celui dont la valeur est la'plus considérable^ 
Avant de passer à la solution générale de ce problème, 
je crois à propos d'en donner quelques exemples nu-» 



i^) Doctrine of Chances j^ page 35,. 
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mëriques, pour ceux des leoteurs à qui F Algèbre ne 
serait pas très familière. 

Piremièrenient , si l'on fait.TBcxcn;, le -pli|s grand 
terme sera celai qui occupe le.milieu de la formule, 
quand le nombre, p est pair ; et lorsque ce ^nombre 
sera impair , il y aura deux termes couséoitifs égaux , 
surpassant tous les autres et placés aussi dansje milieu 
du développement, comme on le voit ci-dessous dans 
les premièi^s puissances du bînbme m -f- n. 

(m+n)'=m*-f 277271 + «"*, 

(m-{-n)^=m*-|-57?i4n-f" ■ om^n*-{- 1 om*n^-f" 57nn^-^-n?. 

Les termes ^mn et 6 7n*7i'* du milieu de la secondé et 
de la quatrième deviennent respectivement 27w* et 6m*, 
lorsque 772 = 72, et ce sont les plus considérables, parce 
qu'ils ne digèrent des autres que par leur coefficient , 
qui est le plus grand de tous ceux de la formule. Les 
termes 3m*n et 377Z7i* dans la troisième puissance , se 
cbangeant en S/n^, deviennent égaux ; il en arrive au- 
tant, dans la cinquième, aux.termes io7n'^7i* et îottz'/i' 
qui se changent en lom^ et ont le plus grand coef- 
ficient. 

Il résulte de là que si l'on considère un jeU ou lé 
nombre des chances soit le même^ en faveur de l'é- 
vénement, ^ et de son contraire £ , les évènemens 
composés les plus probables seront i fois ^ et i 
fois B dans a épreuves , 2 fois j4 et 2 fois B dans 4 
épreuves, et ainsi de suhc lorsque le nombre des 
épreuves est pair. Quand ce nombre est impair, il 7 
a dans chaque épreuve deux évènemens composés 
dont la probabilité est égale et. surpasse celle de tous 
les autres, savoir, ceux d'amener 2 fois v^ et i fois 
B f o}X2 fois iS et I fois .//, dans 3 épreuves ; 3 fois 
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^ et 2 fois Bj oa 2 fois ^ et 3 fois B^ dans S épreuves, 
et ainsi de suite. 

Les probabilités de ces divers ëvèneuiens seront 



pour I fois y^ et I fois B , 
2 fois ^ et 2 fois B, 



2m* 2 I 



{m+my 4 "~ 2^ 
_6m*__ 6 _3 

pour a fois A et 1 fois B 1 . 3m' 3 

ou 1 fois ^ et 2 fois B )' "ijl^^Tn)^^^ Q* 

pour 3 fois ^ et 2 fois B \ lom^ 10 5 
ou 2 fois ^ et 3 fois B ]' (m+mp~^"^75' 

Ces diverses probabilités décroissent à mesuré que 
le nombre des épreuves augmente ; et cela est tout 
simple , car si chacune est la plus grande de toutes 
celles qui naissent du nombre d'épreuves dont elle fait 
partie, elle ne répond qu'à un seul des évènemens 
composés y qui se multiplient à mesure que l'on em- 
brasse un plus grand nombre d'épreuves. 

Il n'en est pas ainsi pour les probabilités relatives 
des divers évènemens composés fournis par le même 
nombre d'épreuves. Par exemple,* la probabilité d'a- 
mener plutôt I fois A et I fois By que 2 fois^, étant 
le quotient de la probabilité absolue^ du. premi^.de,c€» 
deux évènemens composés , par la somme des proJ»a- 
bilités de l'un et de l'autre (i3) , on aura 



2 2 



La probabilité d'avoir plutôt 2 fois A et 2, fois B que 
4 fois A de suite , se trouvera de même égale à 
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fraction qui siurpaase |. On obtiendrait toujours de» 
résultats semblables en poursuivant le calcul ; et on 
en conclurait la différence de possibilité entre les évè-^ 
nemens composés de la répétition constante du même 
événement simple , et celui dont la composition se 
rapproche le plus du rapport de possibilité des évène- 
mens simples. Le seul bon sens suffit sans doute pour 
mener à ces cohclusions , mais il n'en pourrait donner 
les valeurs précises , de même qu'il n'avait pu faire 
deviner au chevalier de Méré la réponse à la question 
qu'il s'était proposée : l'emploi Àxi calcul sera donc in** 
dispensable toutes les fois qu'il s'agu^a de détermine^ 
fies valeurs résultantes d'opéri^tions compliquées ou 
Gpu^ises dans des limites étroites. 

27. Les foriAules générales correspondantes aux re- 
marques du numéro précédent se présentent d'elles- 
mêmes , puisqu'il ne s'agît que de <:alculer le terme 
qui tient \t milieu dans le développement d'une puis- 
sance paire dd binôme , ouïes deux qui en prenni?nt la 
place , quand la puissance est impaire. 
- L'expression du premier est 



1 2 f 

4 • ^ • • • • 

2 



m n 



i'Cp-O- .(f + 1) 



I « 2 • • • • 

2 



mPj 
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lorsque m-tse n ^« celle des autres est . 



p(p ^- I) , . • h» '^ " ' + ij iXi»-^») • Ki^O 



B**iM*«B^ 



S^Zl 



m n 



I «fi ... . 



/?(p-fi)...^^-i-f I j 



■ ■*'■* ' ' ■ ' ■ ' if^» 



I »9 • • • « 

Pour en {Circuler )a videur, quand/? est très graud , il 
ÏBiudjrait former des produits composés d'un nombre 
consîdiérable de facteurs , ce qui devient bientôt impra- 
tîc^le , à moins qu'on ne s'aide d'une formule trèf 
curieuse et très commode, découverte par Stîrling^ 
ou de celles que Laplace a données^ dans les Mémoires 
de r Académie des Sciences^ années 1 781 et 1782 , ^% 
dans sa Théorie ançdjtique des Probabilités : on trou*r 
vera la première dans la note I, à la fin du présent 
Ouvrage. 

En l'employant au calcul de la probabilité d'obtenir 
5o fois l'événement ^ et 5o fois l'événement B^ sur 
jpo épreuves , on trouye o 1^795^2^ y probfLbi^té trèf 
petite en elle*méme , parce qu'il ne ^'^git que d'un 
seul événement pris parmi loi ; mais ^i on la çonpj)ai;^ 
à celle d'amener 100 fois de smte l'événement ^ , on 
aura 



> & 



0,0706 , . . I 

_^, ou a très peu près , - ^R^^^^., 



.100 



ce qui ne diffère pas séhsiblëihent de l'unité , puisque 
le dénomi<uUi0uc4e;la fraelîpn qu'il fiiUt/irêiaiancherd^ 
œtte unités éi^nt développé, mrait 3o ichtffres^ 
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Ce résultat montre la différence énonse cpi^ y R 
entre les possibilités r^pectives des deux éyènemens 
dont je Tiens de faire la comparaison ; . mais aussi il 
faut obsenrer que la probabilité d'amener sans inter* 
mption , soit Tévènement A , soit Tévènement B , est 
plus petite que celles de tous les autres évènemens 
composés ; celles^i vont en augmentant à mesure 
qu'on se rapproche du terme moyen. 

28. Lorsqu'il n'y a pas le même nombre de chances 
ep faveur de chacun des évènemens simples Aet B^ 
Vépènemeni composé le plus probable est encore celui 
dans lequel le nombre des évènemens A est à celui des 
évènemens B , dans le rapport du nombre des chances 
favorables au premier, au nombre des chances favo^ 
râbles au second. 

Pour bien faire comprendre cet énoncé , prenons 
Tit =r 3 y n= 2 , et faisons successivement/» = 5 , = i o. 
Dans le premier cas, le terme le plus considérable du 
développement de {m-\^T^ sera 

pour la probalnlité d'obtenir en 5 épreuves , 3 fois l'é- 
vénement ^ et 2 fois l'événement //. Le plus grand 
terme du développement de (m-f- n)'® est 

— "^A ^^^^ '^ 2iom*/i* = 210. 3*. 2* = 244944^ » 

d'où, il résulte 

, 210.3*. 2^ 244q44o ^ 

~~^^ == ^^5 » ^^"^ 9' 

pour la piiobabilité d'ametter en 10 épreuves, 6 évène^ 
mens A et 4 ^vènemens B , nombres qui son) dans le 
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rapport de 3 à 2. Cette probabilité est moindre que la 
précédente , par la raison déjà alléguée dans le n® 26 ; 
mais elle est toujours la plus grande relativement à 
toutes celles qui se déduisent du même développe- 
ment. 

I/es multiples de 5 pouvant seuls se partager en deux 
nombres entiers qui soient entre eux dans le rapport de 
3 à 2 y le développement des puissances dont l'exposant 
n'est pas un multiple de 5 ^ ne contient pas de termes 
où les exposans des lettres m et n soient dans ce rap* 
port ; mais les termes qui approchent le plus de rem- 
plir cette condition , sont les plus considérables. C'est 
ce qu'on va voir par la détermination algébrique dtt 
plus grand terme du développement de (m + ny. 

29. Le terme général du développement de (m-f-i/ 
étant 

I.2.3 .., q 

est précédé par 

U2.3 : fe— I) 

et en divisant la première de ces expressions par la 
seconde , on aura 

p — ?+ * ^ 
q m 

pour le rapport de deux termes consécutifs pris à une 
place quelconque du développement proposé , valeur 
qui diminue à mesure que le nombre q au^iente. 

Cela posé , il^ est évident qu'un terme surpassera 
celui qui le précède, ou sera ' moindre, selon que 



I > 



*- ^-^— — >i, OU < i. 
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"DktÈS le premier cas on aura 

pn-^gn + rOqm, dou y < 41—^, 
et dans le second 

pn--qn + n<^gm, d'où g> ^ y 

La valeur de q , après laquelle le rapport dont il 
s'agit devient moindre que i , étant celle où s'arrête 
l'aceroisseinent des termes .consécutifs, donne néces— 
iMiirement le plus gtand terme , à partir duquel les- 
autres vont en décroissant vers chaque extrémité du 
ééveloppement. 

Si "^--- — était un nombre entier'; en le prenant 
m -f-n ^ '^ - 

pour la valeur de Çj le rapport dont il s'agit serait pré- 
cisément égal à l'unité : il y aurait donc deux termes 
consécuii(fs égaux , et plus grands que tous les autres. 
Dans le cas contraire, il faut prendre pour la première 
valeur de ^, le nombre entier immédiatement au-dea- 

sous.de ^—j- — > ^^ V^ > P**" conséquent , en di£fère de 

moins que l'unité : ainsi q est compris entre les nom— 

bires fractionnaires 

» 

jpn-4-n pn-^Tn pn + n 

m + /i m-f-zi nh-j^n ' 

demi: U .différence est — ~^ = i . 

m + 71 

Lorsque /? = r (m + /i) , il vient 

j<rn-f ^- et *>m ^ — : 

q est donc le nombre entier m , et par conséquent 
p^~'qs:srm. 
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Maintenant , soit M le terme le pluB considérable du 
développement de (m + n)''; la probabilité relative 
de l'événement composé auquel il répond , comparé à 
celui auquel répond un autre terme A, éianf expri- 
mée par 

approchera d'autant plus de l'unité, que /^ sera dIus 
petit par rapport à il/ , ce qui démontre la remarque 
faite dans le n® 26 , en la généraliftant , puisqu'ici m 
et n sont supposés quelconques. 

On voit donc par ce qui précède , que de tous les 
é\^hnetnens composés qui peuvent se présenter dans un 
nombre r{m-\'n) ^épreuves, le plus probable com^ 
paratwement à chacun des autres en particulier, est 
celui qui répond au terme affecté de m^^if^ , dans 
lequel les évhnemens A et B sont répétés tun rmfois, 
Vautre rw, c^est^à-^dire proportionnellement à leurpro» 
bahtlité particulière. 

3o. Après avoir reconnu la forme du terme qui suis 
passe tous les autres, il faut encore examiner la marche 
de ses rapports avec ceux-ci. . , 

Pour cela prenons comme ci-dessus p==r(m4-n) , 

ç deviendra rn , et l'expression^ — ^ du i^p- 

poVtdè deux tetmes consécutifs , donnera 

r(>n'4' n) *** m + i n rm + i 

•m lïi . ■ mt 

pour le quotient du plus grand teri^e divisé par ^àvi 
«pu le précède immédiatement. Sî l'on^^^laepfurrUt, 
le niunérateur eH l|e déflion^inatifi&r ie ^ i^otient, on 
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obtiendra i + — , quantité qui approche d'autant 



tm 



plus de l'unité que le nombre r est plus grand. 

Si Ton prenait le plus grand terme pour diviseur , 
au lieu de celui qui le précède , le rapport devenant 

inverse, serait exprimé alors pai^ 



1 

I + — 
rm 



Dans le terme qui suit M , q devient m + i , et 

l-Oia • 

rm n ^^ rn ^_^ i^ 

r/i -f- 1 m /7i + I , I ' 

I -4- — 

m 

fraction qui tend sans cesse vçrs l'unité à mesure que r 
augmente. 

En passant ainsi à des tenues distans de deux, de 
trois , etc. places du ternie M, on reconnaîtra sans 
peine que de chaque côté de ce terme le décroissement 
devient de moins en moins rapide, lorsqu'on aug- 
mente la valeur assignée au nombre r. De là résulte, 
dans les environs du plus grand terme, la réunion de 
ceux dont les valeurs sont les plus considérables , et 
qui composent la plus forte partie de celle du dévelop- 
pement entier. 

3i -Quand on s'approche davantage ties extrémités de 
ce développement , on arrive à des termes dont le rap- 
port avec M décroît de manière qiion peut toujours 
assignera r une valeur \assez grande pour que ce rap^ 
port devienne aussi petit qu^on^.voudra. Voici à peu 
près comment Jacques Bernoulli a démontré cette im- 
portante, proposition. 

'^n considérant le plus grand terme M et deux 
autres' qui en soient lignés de r placés, soit avant:, 



\ 



\ 
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soit après , on aura à comparer les termes 

dont, pour abréger, j'ai représenté les coefficiens 
par A , |ie et >! \ et si ces trois termes sont dér 
signés respectivement par les lettres Z , M et L\ 
on aura 

M {rm + r){rm'^-r'^i) (rm-|- i) n' 

iT^ (/7i — r'\-i){rn — r-|-2)... m rriT^ 

M_Jrn + r) {r n + r — i) Cm -4- i) m"^ 

L' (rm — r-f- 1) (rm — r + 2) . . . rm n' 

après la suppression des facteurs communs aux deux 
termes de chaque rapport. Le second né difiere du 
premier que par le changement de jtz en /i, et réci- 
proquement. 

Gela posé , il faut d'abord montrer que la valeur du 

rapport peut être rendue aussi grande qu'on le 

Li 

voudra ; pour cela on décomposera les puissances r^ et 

Tn** dans leurs facteurs, afin de les joindre à chacun de 

ceux des coefficiens , ce qui donnera 

M rmn+rn rmri'^m — n ,^77n7i+ii 

L rmn — rm-^m rmn — rm-f-2m rmn 

produit composé de r facteurs. Celui dont le rang est 
marqué par q^ a pour expression 

rmn+n>^{q — i)n r 



rmn^-^rm+qm , qm ' 

mn — • m H 

r 

lorsqu'on divise les deux termes par r. Il faut d'a- 
bord observer que tous ces facteurs surpassent Tu- 
3* édition, 4 



/ 
/ 



/ 
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niié ; car si l'on retranche le dënominateur du numé- 
rateur, le reste (m «4- n) T i — - 1 + - se réduit à 

-j quand on y met pour q sa pluâ grande valeur^ r, et 

demeure par conséquent toujours positif. 

On voit ensuite , que pour une même valeur de q^ le 
numérateur croit, \ tandis que le dénominateur décroit, 
lorsque r ou le nombre des facteurs augmente ; d'où il 
suit que leurs valeurs augmentent avec leur nombre , 
et que par conséquent leur produit devient de plus en 
plus grand. 

Enfin , pour une même valeur de r, le numérateur 
diminuant lorque q augmente , tandis que le contraire 
a lieu pour le dénominateur , il est évident que les 
facteui*8 dont il est question forment alors une pro- 
gression décroissante dont le premier et le dernier 
termes , 

mn+n r 



m mn 

mn tn ! ' ' 

r 



comprennent entre eux la quantité 

nrn+n m-(-i 



mn m 

Or, il est toujours possible d'assigner la valeur d'un 
nombre q , tel que (~—J égale ou surpasse un 
nombre donné c; car en posant 



•»*•' 



(=^) 
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£( passant aux logarithmes , on, trouve 

y{i(,„+0-i«)=ic. d'où y=j^-£_j-. 

Si cette valeur de q n'est pas un nombre entier^ pu 
prendra oel^ui qui la surpasse immédiatement. 
Maintenant on peut faire en sorte que le facteur placé 

an rang marqué par g y dans la valeur de —, devienne 

JLi 

« 

égala — ^-~; il suffit pour cela de poser l'équation 

rmn'^m — (y— i)yi m-f-i 

rmn — rm^qm m ' 

et de déterminer ren conséquence. Cette équation, qui 
revient à 

rmn-^m — (y— i)n 

rn—r+q ^ ' 

donne 

Par cette valeur de r, les y — i facteurs pris sur la 

gauche de celle de y , surpassant qui est égal 

à celui du rang q , le produit des premiers mul- 
tipliés par ce dernier , surpassera nécessairement 

/m-hi \ ^ ç»ggt.j^.^if^ le nombre c ; enfin les facteurs 

qui suivent étant tous > i , le produit complet ou la 

M 
valeur de y, surpassera à plus forte raison le nom- 

bre c. 

4»' 
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Par ce qui précède , on a donc délerminé le nom- 
bre r de manière qu'en élevant le binôme m + n k 

la puissance marquée par r{m+n) , le rapport -^ 
surpassera tel nombre donné qu'on voudra. 

Po^r traiter de même le second rapport jj , il suf- 
fira, suivant la remarque faite à la page 49, de changer 
m en 71, et réciproquement, dans le» formules précé- 
dentes, ce qui donnera 

Lorsque cette valeur de r différera de la précédente, 
ce qui aura lieu presque toujours , il faudra employer 
la plus considérable des deux , qui rendra en même 
temps 

^et-^,>c. 

32. Si , d'après ce qui précède, la probabilité rela- 
tive de l'événement qui répond au plus grand terme, 
du développement de (m+ny^ augmente avec/?, il 
n'en est pas ainsi de la probabilité absolue de cet évé- 
nement: celle-ci diminue , au contraire, à mesure que 
le nombre des épreuves augmente , ainsi qu'on l'a déjà 
vu par des exemples, dans le n® a6 ; mais pour s'assurer 
de la chose en général , il faut avoir recours à la for^ 
mule de Stirling , citée à la page 43; c'est ce qu'on verra 
dans la note I. Admettant ici le fait que cette proba^- 
bilité peut être rendue aussi petite qu'on le voudra, en 
prenant r suffisamment grande, il s'ensuivra la même 
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Goncluaion pour les autres probabilités , qui sont tou- 
jours moindres que celle-là. 

Ceci prouve encore que la probabilité d'obtenir un 
nooQibre d'évènemens A plus grand ou moindre que rm 
d'une quantité constante qy diminue sans cesse et peut 
devenir aussi petite qu'on voudra ; car cette probabi- 
lité se compose des termes commençant à celui qui est 
affecté de m'**^n'*"^ et finissant à m'*'"^»'*'*^ inclusi- 
vement, dont le nombre est a^-f" ') ^^ àxyaX chacun 
peut devenir aussi petit qu'on voudra. 

33. Mais par 'suite delà réunion des termes dont la 
valeur est la plus considérable ^ dans les environs du 
plus grand de tous, il y a une probabilité qui va tou- 
jours croissant, c'est celle que les nombres qui mar^ 
quent les répétitions des évhnemens simples k et ^, 
étant comparés au nombre des épreus^es , formeront des 
rapports qui ne s'écarteront pas des probabilités de ces 
évhnemensp au-delà dune limite donnée. 

Considérons d'abord, pour plus de simplicité, le cas 
ou il y a le même nombre de chances en faveur de 
chacun des évènemens simples, et cherchons la proba- 
lûlité d'en obtenir d'une composition telle, que le 
nombre des A ne surpasse pas les ^ du nombre d'é- 
preuvés, et ne soit pas moindre que les |; fractions en- 
tre lesquelles se trouve comprise 4, probabilité particu-* 
lière des évènemens j4 et B^et dont elle ne diffère que 
de -^ en plus ou ea moins. Si nous ne considérons d'à-» 
bord que 5 épreuves , la probabilité de ne pas ob- 
tenir plus de 3 et moins de a évènemens ji , se 
trouvera en prenant, dans le développement ( e+f)^^ 

la partie 

lo^f^ -^ loelP Cm) ; 



en y faisant e =/= ~ , elle donnera fî== f- 
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Passons maint6naiic au cas où l'on embrasèendt 
lo épreuves y et où il faudrait par conséquent ob- 
tenir au plii^ 6 et au moins 4 érènemens A ; nous 
preodrons alora, dans le développement de (e-^:/)**, 
la partie - 

2 1 oe^f^ -f- 252ey + a I oe^^, 
doiit on trouvera la valeur égale à -^\ >|, qui revient* 

L'accroissement de la probabilité cherchée est en<^ 
core fort petit; mais il devient plus rapide à mesure 
qu'on augmente le nombre des épreuves. Lorsqu'on en. 
considère lôo, nombre dont les f =: 6o et les | = 4o, 
on doit prendre , dans le développement de (c +/)!?*', 
la partie qui commence au ternie affecté de ^^4® et. 
finit au terme affecté de e^^f^ : Pc^ération ^'abrège un 
peu lorsqu'on part du terme du milieu rapporté dans 
len* 27. ^, • 

En représentant par C le coejCcienft d« ce.tecuie, 
par C|y celui du terme qui vient après, par Ç^y celui du 
terme qui vient après ce dernier , et ainsi, des aju^res,. 
on formera l'expression 

où l'on voit comment chaque terme, se forme du pr^ 
cèdent^ et où il faut observer qu'à cause àtezs^f^^si \j 



a*«» • 



Quant aux 10 termes qui précèdent Ce^f^j comtné' 
ils sont les mêmes que ceux qui le suivent , il suffira de 
doubler les derniers pour tenir compte des premiers ; 
et en s'aidant des logarithmes , on trouvera sans peine 
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que la soramecherçhée est euy&roa f|%, probabilité fort 
approchante de l'anité. 

Si Ton avait assigné au rapport du nombre des évè- 
neniens A avec le nombre des épreuves, des limites 
plus resserrées^ on aurait trouvé une probabilité moin- 
dre. En n'étendant, par exemple, l'expression préce'T 
dente que depuis le terme affecté de e^^s jusqu'à ce- 
lai qui est affecté de c^y*^, on aurait pour limitas 
^ = TF> etiTô= Al ^^^^ la différence avec 1, est seu- 
lement^; mais on n'obtiendrait qu'une probabilité 
égale à ^\. 

Ces résultats ne pourraient être que pressentis par le 
raisonnement seul ; il faut le secours du calcul pour en 
déterminer avec exactitude la valeur et même la nature. 
On peut bien voir ausû par ces exemples, que l'aug- 
mentation de probabilité, à mesure qu'on embrasse un 
plus grand nombre d'épreuves, n'a lieu que pour les limi- 
tes dci rapport de ce nombre avec celui des évènemens 
d'une espèce donnée, et non pas pour un nombre déter- 
miné d'évènemens composés. 

Si l'on cherchait, par exemple, la probabilité de 
n'obtenir qu'un événement A de pliis ou de moins que 
la moitié du nombre des épreuves , en prenant ce nom- 
bre égal à i<^, la probabilité demandée se composerait 
de la somme des termes affectés de éf^y ^f^y e*/'^ dans 
le développement de (e +/*)'^»!et s'élèverait à 7^^ envi- 
ron; tandis que pour 100 épreuves; la même probabi- 
lité, formée encore de trois termes, savoir, des termes 
affectés de e*'/^», e*t/^, e*?/*** dans le développement 
de (e -^-fy^y ne serait plus que d'environ ^, ce qui 
s'accorde bien avec ce qu'on a vu dans le n® 32. 

Au contraire, quand il s'çst agi des limites | et |, dans 
le rapport du nombre des épreuves à celui des évène- 
mens ^,le nombre des termes composant la probabilité 
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cherchée, a toujours été' en croissant : il y en avait 2 pour 
5 épreuves, 3 pour 10, et 21 pour 100. 

34. Ce qu'on vient de voir sur des exemples particu- 
liers résulte d'une proposition de la plus haute impor- 
tance y démontrée, pour la première fois , par Jacques 
Bernoulli, et cpii s'énonce ainsi : 

On peut toujours assigner un nombre d'épreus^es tel, 
qu'il donne une probabilité aussi approchante de la cer^ 
titude qu'on le voudra , que le rapport du nombre de 
répétitions du même éi^ènement à celui des épreuves ne 
s'écarterapas de la probabilité simple de cet événement, 
au-delà de limites données , quelque resserrées qu'on 
suppose ces limites. 

Pour le prouver, soit* — -— la probabilité d'un évè- 

m ^ n 

nement A j p\e nombre des épreuves , qui fournirait 
■ ^ - évènemens de cette espèce, s'ils se répétaient 

exactement d'après leur probabilité simple ; mais sup- 
posons que le rapport, au lieu d'être précisément égal à 

, soit seulement * compris entre les fractions 



m -|- n 



^ 



7w -f- I m — — I ï • » -i** 
j — et -— , en sorte oue sur le noihbre p d'é- 

preuves il n'y ait pas plus de — ^^ p , ni moins de 

m -j- 71 

^-— - — p évènemens A ; et pour que ces derniers nom* 

bres soient entiers, faisons j? c=,r (m ^- n). Us devien- 
dront respectivement rm -{- r, rm — r; ainsi dans le 
développement de (i?i -f- «)''"»'♦"''■, les 2r-f- 1 termes pris 
depuis celui où l'exposant de la lettre m , est rm -f- r, 
jusqu'au terme où cet exposant est rm — r inclusive- 
ment, donneront toutes les chances pour les évènemens 
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dont la composition est renfermée entre les limites as- 
signées ci-dessus. Le pins grand terme du développe- 
ment se trouvera placé au milieu de ceux que je vien» 
d'indiquer; car leur ensemble pourra être représenté 
par 

Gela posé , il suit de la proposition démontrée dans 
le n** Zi, que la somme des r termes compris entre M 
et L inclusivement, peut être rendue aussi grande que 
l'on voudra par rapport à la somme de r termes, pris sur 
la gauche de L, ou en allant vers le premier terme du 
développement* En effet, sil'on désigne par jP, G, £f, etc., 
les ternies conipris entre Met L^ en allant de il/à L , 
puis par P, Q, /}, etc., les termes qui précèdent L en 
allant vers le premier terme ?7i''"*"+'''", comme le rapport 
des termes consécutifs du développement dont il s'a« 
git , croît en allant vers la gauche , à partir de M (29), 
on aura 



d'où 



M^L F P G Q 
M F G fi 



mais il est évident que 



M 



_ p + ^-Ç+ B + etc, 



L p-f. Ç + JS+etc. 

M 
en substituant donc à —, dans le second inembre, 

/j 

, F G H M 

les rapports ^, ^, ^, etc., qui suirpassent tous y- , 
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a en résultera ^ < p^^^^^^,^^ . 

* ^ -P + ^ 4- ^ + etc. 

M 
Il suit de là que la valeeu dé r qui rend — >>c, ren- 

dra à plus forte raison ^^ ' ^ . „ >- c . 

P+ Ç-+-iî-f-etc. "^ 

et 

F + G + H + etc. > c (P -h Q + R + etc.). 

Or, le terme Hfy affecté de rri^n^^ en a m ayant lui ; 
Z, pris r places avant M^ a par cette raison m — r ou 
r{n — i) termes avant lui, qui pourront être partagés 
en 71 «^ I groupes composés chacun de r termes dont la 
subordination sera la même que celle qui vient d'être 
indiquée entre les termes F, G, etc., placés sur là 
gauche de M jusqu'à L y et les termes Pj Q y etc. » 
placés à la gauche de L, dans le groupe qui précède 
ce dernier. Si donc on prend c= /(n — i), ce qui 
donnera 

F + G'\'H + etc.> i (n— I) (P -f- Ç -f R 4. etc.), 

le premier groupe surpassera /fois le second pris {n — i) 
fois, c'est-à-dire autant de fois qu'il y a de groupes, 
desquels chacun est plus petit que celui qui le pré- 
cède à partir de ikf : il est donc vrai que ce premier 
groupe surpassera au moins i fois la somme de tous 
les autres. 

On prouverait de même , en posant c = i (m — i) ^ 
que la somme des termes pris depuis M exclusivement' 
jusqu'à L\ surpasserait! fois les m '— i groupes de r 



r 
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termes compris depuis L' jusqu'au deriiieÀ' ternie 

sur la droite du développement, ^«iy^7 ^ £(m — i) : la 

somme des terme» compris depuis L jusqu'à V inclu- 
sivement (sans même y faire entrer le terme M), sur- 
passera donc plus de i fois le reste dn développement de 
{m -f- ny^'^^'^. En désignant ce reste par R, et posant 
seulement iR pour la somme dés termes depuis L jus- 
qu'à L' inclusivement, on aura . . 

Am':'^^/I'^»•'^ + A'm^"»^W»+' _ JR 

(m + 7i)'C'»+0 ] iR + R ' 
I I 

fraction qui approche d'autant plus de l'unité , que i 
est plus grand. Ainsi la probabilité de n'avoir pas plus 
de r(m-(- i) et pas moins de r (m — ï) évènemens ui , 
c'est-à-dire que le rapport du nombre des repentions de 
A au noÀibre total des épreuves, demeure renfermé en* 
tre les limites 

?il 4- ï . m— I 

et 



approchera 4e l'unité au$si près qa'on voudra. 

35. Ces fractions , quoique déterminées en appa- 
rence, peuvent représenter des limites aussi* resserrées 
qu'on voudra ; il suffit pour cela de mettre à la ' place 
de TU et de 71 des nombres de plus en plus grands , ce 
qui est permis , pourvu qu'ils soient cUîns lé même 
rapport que ceux des chances primitives (6) ; c'est-à-dire 
que, si l'on désigne par n' et m' ces derniers, on 
pourra faire m = sm' , nz= sn' ; les limites ci-dés^us 
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deviendront 

*m 4" I _ * *m — I * 

s{m^+f/)~nir+nf* s{fn'+n')~ m' + n'' 

on aura en même temps 

r(m + n) = w (m'4- jf). 

On passerait , au contraire , à des limites^moins res- 

serrées, en posant m = — , r = — , d'où il résulte- 
rait 

m-f-i m'4"* ''» — ï m' -^s 

et 

36. Jacques Bemoulli applique ses formules au cas 
où m' = 3, 7i' = 2 ; il pose d'abord m = 30y n = 20, 
et cherche le nombre d'épreuves nécessaire pour avoir 
une probabilité au moins égale à ^H^ que le rapport 
du nombre de répétitions de A au nombre des épreu- 
ves , sera renfermé dans les limites f? et |^. Dans cet 
exemple, il faut faire »= 1000; substituant alors, dans 
les formules du n* 3i, t'C^ — 1) à c, pour les termes de 
ilf à Z/, il en résulte 

1 t(n — i) 4^787536 ^ ^ 

^"^iCm + t)— Im— 142405 ^ ' 

et posant c'sss.i^m^^ i ), pour ceux de Af à 11^ il 
vient 
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li(m-i) _ 44623980 ^ 

^ — 1(/I+I) — 1 «""-211893 ^ "' 
r{m+n)=q(m+n)+ ^ *J ■ (m 4-n) b=s 2555o : 

ce dernier nombre étant le pins fort , est celui 
qu'il faut adopter; ainsi , en embrassant sSSSo épreu- 
ves y la probabilité des limites f^ et ^ surpassera 
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Jacques BernouUi a déterminé aussi les nombres 
d'épreuves correspondans h des probabilités au moins 
égales à 75—, t ÔooS ' ! > «^ pour ces nombres, qui s'ob- 
tiennent en faisant 

/=: loooo, »= 100000, 

il trouve 

3 1258 et 36g66; 

ce qui fait voir déjà que la probabilité augmente plus 
rapidement que le nombre des épreuves: celui-ci croit, 
dans l'exemple actuel, par des différences constantes et 
^;ales à 5708. 

37. L'accroissement de la probabilité avec celui du 
nombre des épreuves , tenant à celui du nombre des 
termes dont se compose l'expression rapportée sur la 
page 59, à mesure que l'on embrasse un plus grand 
jiombre d'épreuves , dépend du facteur r. Si l'on sup- 
posait ce facteur constant, et qu'on Ht croître l'expresr 
sion rs{7n' ^ n' ) par le facteur 5, ce qui resserrerait de 
plus en plus les limites assignées à la distribution des 
^vènemens simples, alors l'expression de la proba- 
bilité , ne renfermant toujours que le même nomln^ 
de termes, diminuerait de valeur, ainsi qu'on l'a 
dit dans le n® 32. Entre ce cas et le précédent , il 
en doit exister un dans lequel r et « variant à la 
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fois, et cbacun de ces nombres crassant moins ra* 
pidement que celut des épreuves , la probabilité de- 
meure constante. 

38. Si la probabilité que le rapport du nombre des 
répétitions de l'événement A au nombre des épreuves 
sera renfermé entre les limites 

et — -— ou , i : — T. et 



peut être rendue aussi approchante qu'on voudra, de 
l'unité y à plus forte raison en sera -t» il de même 
de la probabilité que ce rapport ne sera pas moin- 
dre que 

m — I sm' — I 

puisque pour obtenir la dernière de ces probabilités, il 
faudra joindre aux termes employés à former la pre- 
mière, tous ceux qui précèdent Am"""**',»'*-', c'est-à- 
dire, comparer avec le développement de (m -f-n)»'*"'*^", 
la somme de tous ses termes depuis le premier, 
j»"»"*^, jusqu'à A'm"""^»'"**"' inclusivement. 

Conséquences de la Probabilité mathématique. 



\ 



39. J'ai exposé ' dans les Notons préliminaires , 
comment celle de la probabilité s'établissait dans notre 
esprit, par l'influence de la répétition des jugemens £1:- 
Yorablesà laproduction du même événement, influence 
à laquelle il est impossible d'échapper lorsque cette ré- 
pétition a lieu un grand nombre de fois , en sorte qu'il 
en résulte une probabilité matbénmtique très voisine 
de l'unité ; et j'ai dit en même temps que le calcul 
jrattadbait à ce cas celui d'une probabilité beaucoup 
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plus faible (5). C'est en effet où conduit la proposi- 
tion de Jacques BernonlU (34) , ainsi que Ta lait voir 
Gondorcet, en discutant avec beaucoup de sagacité, 
et des intentions bien louables , dans l'excellent dis- 
cours préliminaire de son Essai sur V application de 
ï analyse à la probabilité des décisions j la nature de la 
probabilité. Il a réduit cette théorie aux trois proposi'- 
lions suivantes ; 

1*^. Si la probabilité iFunéçknement surpasse ^, ilj 
a lieu de croire que cet évhnement arrivera, plutôt que 
de croire qu'il ri arrivera pas, 

2®. Plus cette probabilité augmente , plus le motif 
de croire augmente. 

3**. // croit proportionnellement à cette probabilité» 
{Vof^t pag, vîj du Discours cité plus haut.) 

4o. La première découle immédiatement de la pro- 
position de BernouUi ; car, puisqu'on multipliant au- 
tant qu'il sera nécessaire, le nombre des épreuves , on 
peut atteindre à une probabilité aussi voisine de l'unité 
qu'on voudra, que le rapport du nombre des répéti- 
tions d'un événement , au nombre des épreuves , sera 
renfiermé dans des limites aussi voisines qu'on voudra 
de sa probabilité , il est démontré par là que si cette 
4emière est tant soit peu au-dessus de | , il deviendra 
aussi probable qu'on le voudra , que le nombre de ré- 
pétitions de cet événement surpassera la moitié du 
nombre des épreuves : ses répétitions seront donc plus 
fréquentes que celles de l'événement contraire : on sera 
donc forcé de lui assigner une plus grande possibilité ; 
et le calcul, en la faisant dériver de la possibilité 
simple de l'événement, en appuie la conséquence , 
c*est4-dire la fréquente répétition du même événe- 
noient, sur une probabilité qu'on peut rendre de plus 
en plus grande. 
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Concevons , par exemple , un e'vènement dont la 
probabilité soit ^ : en la transformant dans la frac- 
tion équivalente —^ , on pourra, par le n"* 36, calcu- 
ler le nombre d'épreuves suffisant pour porter à f 
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la probabilité que cet événement n'arrivera pas moins 
de 1009 fois sur 2000. Sa supériorité sur Tévènement 
contraire, quoique fort petite en elle-même, puisqu'il 
n'a qu'une chance de plus en sa faveur dans un nombre 
total de aoo , sera néanmoins établie sur une probabi- 
lité égale à celle de tirer une boule blanche d'une urne 
qui en contiendrait un million de cette couleur, et une 
seule noire. 

C'est donc sur un calcul rigoureux que sont fondées 
l'assertion par laquelle se termine le n® 5, et l'accep- 
tion donnée dans le n** 9, au mot probable, La circons- 
tance que ce mot exprime est en e£fet bien digne 
de remarque , puisque tout partage inégal dans le 
nombre des chances d'un hasard quelconque , éta- 
blit dans la répétition^ des deux évènemens contra- 
dictoires une inégalité dont , à la longue , la proba- 
bilité peut approcher aussi près qu'on le voudra de la 
certitude. 

La croyance commandée par une telle probabilité , 
établit donc la nécessité de croire à une probabilité 
beaucoup moindre , et fixe en même temps le sens et 
la valeur du motif. Si dans chaque épreuve considérée 
à part, la probabilité d'un événement l'emporte peu 
sur celle de son contraire , le motif de croire qu'il ar- 
rivera plutôt, que de croire qu'il n'arrivera pas , de- 
meure très faible; mais lorsque l'on considère d'avance 
un grand nombre d'épreuves, le développement de 
toutes les combinaisons qu'elles produisent , donne de 
plus en plus aux combinaisons où les évènemens sim- 
ples sont distribués dans des rapports approchans de 
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leurs prdbabilUés , la wijpéfiénté sur tout» les au- 
tres. Le nomlnre des ëpreureft, et. par conséquent 
presque toujours le temps , eutcent' dpuc uécessaira- 
ment dans rëval«lation;da degré de confiance <pi'on 
doit attacher à la probabîUté mathématique. De^là 
vient qu'il est contre la prudence de s'exposer sans 
nécessité aux chances d'un hasard qu'on ne peut 
tenter un très grand nombre de fois. Cette règle, indi- 
quée par le simple bon sens, prend ici le caractère d'une 
Térité mathématique dont l'importance est fixée par lé 
calcul, et fournira dans la suite les moyens d^appré** 
der numériquement , et selon nos vrais intérêts , les 
diverses spéculations qu'on peut faire sur lesévènemens 
incertains. .v: 

4i. La seconde proposition (89) suit naturellement 
de ce qui vient d'être dit. Le motif de croire à la pro- 
duction d'un événement doit augmenter avec la proba- 
bilité*de cet événement ; car lorsque celle-ci croîtra , 
il faudra moins d'épreuves pour obtenir une très 
grande probabilité que le rapport du nombre des ré- 
pétitions de l'événement au nombre total des épreuves, 
ne tombera pas au-dessous d'une limite donnée ; ou, si 
l'on considère le même ifombre d'épreuves et la mênie 
Iknite , on obtiendra une plus grande probabilité de 
cette limite ; ou enfin le nombre des épreuves restant 
le même , la même probabilité répondra à une 4îmite 
plus élevée , c'est*à-dire qu'elle indiquera un plus 
grand nombre de ré|:^tition8 dé l'évènenient désigné , 
et par conséquent une plus grande possibilité dans sa 
production , par suite de l'augmentation de sa proba- 
bilité simple. 

- 42- Quant à latroisième proposition (3g), elle semble 
assez évidente par elle-même dès qu'on a reconnu que le 
motif de croire à la production d'un évènemeiit aug- 
3* édition, 5 '^ 
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inenleftveciMiprobaiQBliÉéy etqo^on adittet 4^ 
est ipoéé «ur la rëpétiékni iàes jugsmem de po^fibiUU 
(6,7). Elle peat anMu •& doduks immé4ittein€0»â d^f 
oalciilside Jaaquaft Bcppnoulli; car i^ fmiisqii^ é»m 4ia 
nooibre iqiMlconqiia Â'éfOHlws»^ k j^ltts f»»baUe da» 
ëvènemcivs composés est «^lui rà fchaque tévteeaiml 
simple «e trouve œpét^ pnefportiowMBllemant àMa:pi^ 
babilité-; 2**. qu'en rnukiplitat les éf^^wff»^ mn ifoiêt 
têtffiDothix autant qu'oB le «oitdra ^de VvmXé , la pnai* 
baÛlfté qme le rapport àa nMaixe des eépélâiioi»9.de 
cet ^yènesa^iA au noBwbee des .éfK^êxw tf^éoarjtena de 
moins «a.aioâiM xle aa ponofaabiiUÉé., c'ietttrèrrdine ^ 
rapport du nombre des j«|;eneiis &voKables:à «a pverr 
duction, au nombre total des jugemens pontes sur 
tout ce que peujt amener le hasard dont il s'agii (6), il 
est natuirel de prendre ce dernier rapport pour mesu-^ 
rer la possibilité de révènement désigné , ou pour 
évaluer le motif de croire à sa production ; et on y ^t 
forcé dès qu'on accorde l'influence qu'une probabilité 
très grande doit* exercer sur nptre opinion. 

43^ £'eit en coi^idéi^At la Uaison fnatb^a;(iq«(^ 
établie par las lois 4«s ^ombJnai«pn3, en(r^ la ^0^319^- 
b»)^ d'un éyèmm^^l et le nptnbre de se^ r^épétixions . 
à (mei^OiTe qp^'on en multiplie leis épr euve»j » q^ie Jai2q«^ 
Be|-pA«lli çw^ut 1^ pi^mi^r ^ pp^^ibiUt^ d^ im^ 

s^r^ir» d'urne ^pvidnière incontesiable , l'^bsi^rva/yb^in dei 
év^em^ns pA$8<é8 à U détecmnation des éfàP^mieDs 
futurs, et d^ donner ainsi an ^Ifu^l des prob^b^i^ 
^ bût bi^ aut^^^enl imppr^^ant q»^ ^lui dç ïé^pi 
I4 epnduite des jonwrp, pour leqpd il ay^it'^d'îibwd 

été inventé C^). BemouUi compara les évènçmç^s 4f^j^t 
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la «awe est inedaiiuiB, axa tiiagès répétés dan» une 
aroe contenant Un nombre încéBaii dé bUlel» blancs 
et de biUets noirs, mais <|uideideiurait le mélne, pairce 
qu'ares dbaquie épreuve où rêtnettait dans Turne le 
billet qui etx avait été tiré^ bypothèse fondée siir ce 
que le nombre total des évènetaens natuiek pouvant 
être regardé coname infitti ^ ne diminue pas sensible* 
ment par l'arrivée d'un petit nombre de ces évène«> 
meiia* H se proi^osa en conséquance oette question : 
Chercher si, en aMgmenUaU sans cesse le nombre des 
Qbservaùonsj onjaisait croître laprçbqbiliié d obtenir 
le^tirai rapport entre le nombre de cas dans lesquels 
un événement peut arriver, et les cas contraires ;^ en 
sorte que cette probabilité surpassai un degré de certi-^ 
ttuk donné (*)1 II retint pendant vingt ans dans son 
portefeuille, la solution de ce problème qull regardait 
comme le plus difficile et le plus important de ceux 
qu'on pouvait se proposer sur cette matière. Quant à 
son utiUté^ les considérations précédentes me semblent 
déjà suffire pour la mettre bors de doute ; maïs Ber- 
noulli la portait encore plus loin , puisqu'il avait pour 
but, comme lë montré i^énoncé ci-* dessus, d'arriver à 
connaître la prdbabilité des faits d'après les observa^ 
tions seulement , c'est-à-dîre à posteriori, afin d'ap- 
puyer sur l'autorité du calcul'les inductions qu'on peut 
tirer dé la répétitioii des phénomènes. A la vérité. Il 

• ; 

■ • ■ ' ■ M ' ■ . ■ , i I J 

foodemeuf do la pbilotdpfaie èa caktal des- ^robabîHtib; mais elle 
y est demeurée pre«(|ae enserelie , jas^'à ce qne Gondojrcet Tait 
rappelée, perfectîonne'e et étendue. 

{*) L'ezpreMÎon un degré de certitude, reçue dan» le langaf^e 
ordinaire, ne me parait pas trèè exacte; mais ëernoaili sVn est 
servi cdftime' dqtiî^alàht à ta probildbfliCë, qui , ittitit expritli^ë par 
tMM fmetiott, tandis. i)ti6 Vmâté rspnfaeftM h ecrtitnde, esi pour 
«uisi dire «ne pociion de CeUe-ci* 

5.. 
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tonfondait , ainsi qu'on le rerra dans la seconde section 
de ce Traité , la manière d'évaluer les probabilités à 
posieriorî, avec leur détermination à priori, ou par la 
connaissance des comlnnaisons ; mais la différence des 
résultats de ces deux procédés diminuant d'autant plus 
que le nombre des observations est plus grand, on 
peut se servir de ceux de Tun pour faire entrevoir 
ceux de rautre^ 

En effet, les formules de Bemoulii, montrant que 
dans une longue suite d'épreuves du même hasard, la 
distribution des évènemens simples tend sans cesse à 
se rapprocher du rapport indiqué par leur probabilité , 
déterminent ainsi avec une probabilité dé plus en plus 
grande , la condition de Furne d'où sortent les évène- 
mens observés , et lient à des probabilités très voisines 
de l'unité les nombreuses répétitions du même évè« 
nement; en sorte que la croyance au retour de cet 
événement est commandée par le calcul comnie par 
l'habitude , mais alors sur des motifs de valeurs com* 
parables. 

44- En insistant, comme je viens de le faire, sur les 
notions précédentes de la probabilité , Gondorcet crut 
devoir rappeler qu'il n'y a pourtant « aucun rapport 
» direct et nécessaire entre la probabilité d'un évène- 
» ment et sa réalité » (voj\ p. x du Discours cité p. 63); 
et pour le prouver , il observe que quoique le sort eût 
déjà prononcé sur un événement, il ne sortirait pas 
du domaine de la probabilité à l'égard de toute per«- 
soune qui ne connaîtrait que la condition du jeu qui 
l'a produit, et qui serait restée dans l'ignorance du 
fait arrivé. Si, par exemple, d'une urne contenant 
loooo billets blancs et i noir, on extrait un billet, et 
qu'après en avoir reconnu la couleur, on le replie pour 
le montrer à quelqu'un qui n'était pas présent au 
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tîn^e, cette personne ne pourrait ai&rmer autre chose 
sur ce billet , sinon qu'il y a une probabilité tH^ qu'il 
est blanc , et seulement une probabilité ,^001 qu'il est 
noir ; néanmoins l'un de ces deux évènemens est cer» 
tain pour les personnes qui ont déployé le billet en le 
sortant de l'urne f ainsi un événement certain pour ces 
personnes peut n'avoir qu'une très petite probabilité 
pour la première. L'ignorance du fait introduit ici la 
probabilité à la place dé la certitude, et laissant 
l'espiît dans le même état où il se trouvait avant la 
décision du sort, le jugement ne saurait être porté 
que sur la connaissance des conditions, de l^ume. Mais 
ce que Gondorcet n'a point fait remarquer^. c'est que, 
soit qu'on fasse prononcer ce jugement ayant ou après 
les tirages , s'ils sont exécutés avec fidélité , la personne 
qui ne les aura pas vus aura toujours la même proba- 
bilité de ne. pas se tromper sur un nombre donné de 
jugemens , dans un nombre donné de tirages ; en* sorte 
que la liaison^ de la probabilité avec la répétition des 
évènemens , conserve toute sa force dans -ce cas comme 
dans les autres; et c'est vraiment sur cette liaison que 
reposent toutes les applications légitimes du. calcul des 
probabilités. 

45. Avant de termîtier ces remarques,, je rappellerai 
que lorsque les diverses cbances d'un jeu sont rigou- 
reusement d'une égale possibilité , tant par la construc- 
tion des instrumens aléatoires que par la manière de 
s'en servir» les évènemens passés ne sauraient avoir 
aucune influence sur les évènemens futurs. Si , cepen- 
dant , d'après des épreuves réitérées , on aperçoit une 
fréquence marquée dans l'apparition de certaines 
chances, il y a lieu de penser que la constitution de 
l'instrument , ou l'habitude de celui qui l'emploie , 
détennine cette fréquence; mais la recherche de sa 
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probabiUlé rmitre dans celle des pvohabîUiét àf^^ 
iem'çri. 

Lorsqu'on a lieu de soupçouer d'avance «melqœ ïuér 
galité de ce genre , il est tout naturel d'attendre plut6t 
la F^tition de l'événement qui s'est offert le premier, 
puisqu'on doit croire plutôt à l'arrivée du plua pro^ 
baUe qu'i^ celle de l'autre. 11 n'est pas plus diflkik 
d'apercevoir que toute inégalité entre bs prqhabilitë» 
doit favoriser ks répétitions du même : oe n'est I4 
qu'une conséquence de la proposition de Bemoi|lli , 
que le bon sens indique suifisf^mm^nt ; mais l'apprêt 
ciatton de l'effet de cette inégalité se &it d^une inaniàra 
très simple , aii^i qu'il suit. 

Soit e la probabilité exacte qu'auvait unévènement Jy 
d'après \e8 condiKons du jeu qui le produit, et «' la 
différeiiceen plUs ou f n moins entre qette probabilité 
et celle qui a lâea néeliement; la probabUlté d'amener 

71 fois cet événement étant e^, deviendra Ço'-^e'Yj s\ 
VeJETenr est pac excèa, et (err-^')'»', si closApar défaut^ 
mois si l'on sait seulement que l'inégalité çxiste y sans 
savoir dans quel sens elle se titeuve, et qu'on legajidi^' 
comme ^^alement probable qu'elle soit additive ou 
soustractive , on aura pour la répétition de l'évènati 
ment A dans la première hypothèse K^-r^^')*,^ dans la 
second^ {(e — e')% et pour l^ probabilité totale, 

' 1.2,3.4 

dévelop|>ement dont tous les ^terme^ sont additifs. 
Ainsi cette probabilité surpasse la probabilité primi-. 
tive e*. On trouverait un semblable résultat pour la 
probabilité de la répétition de l'événement contraijne , 
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•xpriinéB «lert j^b le dëyalcqifeiiient im i(/-*-e> 
+i(/+e')». 

L'àiigBwirtatîoii qai A lie«i dam ce cas pour TuDe et 
peut l'Mitre de ces pfobsbîlitës est prise sur celles des 
é^vènenoNsDAconposést du mélange des deux érèneBieiis 
«dotradieloîi^ : cda peut se voîat aÎBément. Daim le 
ca» de deux ëp9c«irea y par exempte, la probsbiUte' 2ef 
d'araimti; la oombnaiaou ÂB se diauge en 

Questions pour servir^ d'exemples de la détermination 

k priori des probabilités^ 

46k. Blootmcwt dan»SQSb Anakjrse des Jeux de hasard^ 
et ensuite Moivre dans sa Doctrine of Chances (**) , , 
otai résolu un grand nomlH*e de problèmes smi? les 
jeux de hasard ; mais il.n'entve point dans le plan qiae 
je me suis Uracé , de m'an-éHer beaucoup si» ce genres 
de questions y parce que la plupart exigeraient d'assez 
^jmds détails pour iSeiire connaître les conditions des 
jeux qu'elles concernent , et qjae d'aîUeurs une partie 
de ces- jeux est passée de mode, ou inconnue à presque 
toutes; lea personnes qui consaci^nt leur temps à- l'é*^ 
tttde. i<ea exempte» que jer crois nécessaire d'offrir à 
mes lecteurs , seront donc des problèmes te|iant k del» 
combinaisons simples , ou susceptibles d'être énoncés 
en termes' génémuix , tt choii^ piMu: donner une idée 



C^) Cet dernières remarques sott« tirées d<!» la* ThéoftB^aiMLiytiifièe 
des Probabilités^ parLaplace, pages 1 85 — 186. 

{^*) Le premier de ees oïlvtagoaà eil 4eQ^'édi (ions : la dernière 
est de 171 3; le second ouvrage, écrit en anglais, a en trois e'diiions, 
évoi h ^rniAre eut de «756. 
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àfis divers pvotëdés de calcul employés dans cette 
branche des Mathématiques. 

'Soit proposé d'abord de déterminer la probabilité 
qu'en prenant au hasard dans un tas composé de m 
pièces,- on en ôtera un nombre pair ou un nombre in^^ 
pair? Cette question peut être donnée en exemple de 
la nécessité de.se défier d'un priemier aperçu. Ne serais 
il pas naturel en effet de penser que sa solution ne 
dépend que de la quantité de nombres pairs et de 
nombres impairs compjris en^re i et m inclusivement? 
Si m était 5 , par exemple , comme il y aurait 3 nom- 
bres impairs ,i, 3, 5, et seulement 2 nombres pairs 
2, 4' ^^ dirait que les probabilités soat | ^our les 
premiers et | pour les seconds ; et si m était égal à 4» 
comme on aurait alors 2 nombres impairs et autant 
de pairs, les deux probabilités seraient égales à | 
ou J. 

Il n'en est pourtant pas ainsi ; car, en considérant la 
chose avec attention, on voit que c'est suivant leai di- 
verses manières dont elles peuvent se combiner les 
unes avec les autres, que les pièces d'un tas viennent 
sous la main , et non pas d'après les diverses manières 
de partager en deux parties le nombre des pièces de ce 
tas. Pour le montrer, nous désignerons ces pièces par 
les lettres a, 6, c, d; elles pourront se combiner en 
nombre impair, soit iàiou3à3,ce qui fournira 
les 8 combinaisons 

a, bf c, d, abc y abdj acdj bcdj 

et en nombre pair, soit 2 à 2 ou les 4 ensemble, ce qui 
fournira les 7 combinaisons 

ab, oc, <u/, bcy bdj cdj abcd. 

Chacune de ces combinaisons pouvant tomber égale* 



I 
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iiieiil«ottf la rnaiD, il en i^ulte que k probabilité 
pour prendre un nombre impair de pièces est 7^, et 
seulement -^ pour un nombre pair. 

Maintenant si Ton se rappelle que les coefficiens des- 
termes du développement de (or -fa)"*,* à partir du 
second terme, donne^it le nombre des combinaisons 
de m choses prises là i, 2 à2,3 à 3, etc. ,dn 
aura 

m ^ m(m — i)(m— 2) , ^^^ 

7 + 1:0 +«^-=^» 

pour la totalité des combinaisons en nombre im- 
pair, et 

m{m— i) , m(m— Ti)(m— 2)(m— 3) , ^ „ 

i.a 1.2.3.4 

pour celle des combinaisons en nombre pair. Après 
ayoir ajouté ces deux expressions , il sera facile de 
reconnaître, dans leur so^lme, tous les termes du dé«- 
veloppement de (i -|- 1)"*, à l'exception du premier ; d'où 
il résulte que 

/+r/>=(i-f-i)'"— 1 = 2" — I. 

En retranchant la première de la seconde , on aura 

/>— /=(i-.i)«— 1= — I, 

d'où l'on conclura sans peine 

7=2—', Pssa"»-'— i; 

et par conséquent si Ton représente par e la probabilité 
d'6ter du tas un nombre impair de pièces, et par/* 
celle d'en ôter un nombre pair, on aura 

2*"""* ^ 2"'"' — I 

^^ 2» — 1 ' •' 2" — I ' ' 
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La poeMîève de ces probahilîléa sarpane tovgcmit. la 
OBConde, mais leur limite comitiuiie est j-, lorsque le 
nombre m est suppoflé kifini. Les odculs précède»» 
80iU tirés d'«ii Mémoire que leo Bertrand, de GeiièTe, 
a préacsaté ^ en i^8&f à TAcadeasie dea Sciencea ém 
PaiiS'^ et qiâ]i'apasétéinpriaié;laq«eslioiiiSe lésoM. 
aassi par le adcul des différ^nee». F'^^yezl/kUQ^ If, à 
la^ fin du présent Ourrage. 

47. Les probabilités rimpFes dbs^ cbaiices de la loterie 
de France jae dépendent que dea eoefficiens des a* — 6* 
termes du développement de la puissance du binouie ; 
et le calcul en est si aisé , que je ne m'y arrêterai pas 
ici| devant d'ailleurs y revenir pour comparer les 
mises avec les gains-: voioi sur la. même loterie un pto» 
blême dont la solution est un peu moins facile. 

ji chaque tirage il sort S des go numéros contenus 
dans la roue : la probabilité de ta sortie if un numéhn 
donné, est donc -^ ou-^^ on a mis sur 2 numéros' , on 
demande ta jprobabiÏÏté qu'il en' sortira au moins' 1 7 
La réponse n'est pas -^ ; car sur ce pied, en ne prenant 
que 18 numéros , on arriverait à 7I , ou à la certitude 
qu'il en sortirait i des iSf ce^ <piL e^a abslurde : mais 
un tirage étant une combinaison de 5 quelconques des 
90 numéros de la loterie , peut avoir lieu de 

90.89.88.87,86 

parmi lesquelles on a en sa faveur toutes celles qui 
renferment Vmr dbs nimié^ds sur lesquels on a ims*, 
Ou tans les deua. 

Pour former les premiieres , il fiftut prendre les coitf-^ 
binaisons 4^4 ^^^ ^ numéros difiiérens de ceux sur 
lesquels on a mis , et y jotndi^e alternativement chacun 
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88.87.86.85 !.. - ,« 

2 . ^;5— 7 — coinbmaMoas taTorables ; 

1.2. 3. 4 

prenant ensuite les coBibiaaiçtOBS 3 à 3 dee 88 nunie'ro& 
déjà indiqués, pour y joindre à la fois les deux sur 
lesquels on a mis, on ^.wa, encQve 



I 
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divisant la somme des deux deraières expretstons par 
Upret^uèirç, et sii^picimant les facteurs communs au 
dividende et au diviseur, on trouvera 

9-89 9-89 9-89 8oi 9* 

48. El) raisonnant de même sur une loterie composée 
4e /]^ numéros , dont il en sort q à cLaqu.e tirage ^ |^our 
obtenir la prohabilité que sur s munéros désignés» î\ 
en sortira t, on formera d'abord l'expression, du 
nombre des combinaison^ des p^-^ UiUméros restans, 
^ris en nombre 9 — /, et qui sera 

i.a.3 (y— 

considérant çnsuite que l$s s nuipéros désignés ^ pris 
en ];iombre t , peuvent se combiner de 

' ■ ■' ■ T — 

manières ,. on mi^lUj^e^ ceiUe deraièçe expression par 
la précédente , pour obtenir le nombre de chances fa- 
vorables à l'événement désiré. Quant au i^ombre total 
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y 






des chances , ce sera celui des combinaisons que don- 
nent les p numéros dont se compose la loterie , pris en 
nombre j'y c'est-à-dire 

la 'probabilité cherchée sera donc 

(p — f) (p — s—i)...lp—s — (q—t) 4- 1] 

1.2. 3.. ..(9 — i) 
s(s — i). . . .( J — 1+ 1) ^^ 1.2.3.. ..y 

1.2.3... .7 p(p—i) — Ci'— î+O* 

formule qui peut se réduire , en supprimant les fac- 
teurs 1 .2.3. • • (^ — -^} , dans le diviseur et dans le di- 
vidende . 

Si la question ne portait pas sur la sortie d'un 
nombre précis de numéros , mais seulement sur ce 
qu'il n'en sortit pas moins d'un nombre donné £, il 
faudrait alors mettre successivement à la place de lies 
nombres 

h y A-(- I y A-|- 2| • . . . 

jusqu'à q, èi s^Çy ou jusqu'à s y dans le cas cpn- 
traire. 

49* Supposons, par exemple y qu'op ait pris i8 nu- 
méros; en suivant la marche tracée précédemment, 
on trouvera sans peine les probabilités ci-dessous : d'a- 
bord qu'il ne sortira aucun de ces numéros y 

72.71.70.69.68 ^^ 1.2.3.4.5 _^ 

i.a.3.4.5 ^90.89.88.87.86" ''^"^^'^ 

ou qu'il en sortira 
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79.71. 70 .69 i8 i -a.3.4 .S _^.^ 

7a.71.70 _18.17_ i.a.3.4.S ^ 

"*••• 1.2.3 >< i.a ^90.é9.88.67.é6'=*'*°^' 

3 7^-7' ^. '8.i7''6 .. i.a.3.4.S ,_, 

d...__X ^^3 Xgo.O9.88.e7.86*-**'"*'*' 
, 7a 18. 17.16.15 ^ t. a. 3. 4-5 - 

*• -T >< -TOT" ^ 90.09.88.8^8""'"*^' 

1. a. 3. 4.'S~ ^90.89.88.87.86 

la somme des cinq dernières probabilités, ou, ce qui 
est plus simple 9 l'excès de l'nnité sur la première, égal 
à 7^!^ 9 donnera la probabilité qu'il sortira au moins 

1 des 18 nuBftéros dioisis. 

' . ' - . ' 

5o. Huygens, l'un des premiers géomètres qui se 
soient occupés du calcul des probabilités , a terminé 
l'écrit intitulé de Ratiociniis in ludo aloB (Opéra 
varia, tome lY, page 727 ) par cinq problèmes , pour 
quatre desquels il n'a f^it qu'indiquer les nombres de 
la solution, et dans le second, il n'a rien ajouté à l'é- 
noncé que voici x Trois joueurs A, B ^ G > <{faiil réuni 
12 jetons, dont 4 ^ont blancs et 8 noirs, conviennent 
que celui Centre eux gui, les jreux bandés, tirera k 
premier un jeton blanc , gagnera, C*est A qui doit 
tirer le premier, B le second,^ et G le trçisièmej on 
demande la probabilité que chacun^ a ensafaveur7 Get 
énoqcé a présenté deux sens differens à Montmort et à 
Moivre (^). Le premier croyait que le. jeton tiré devait 



iA«*i 



{*) Voyez V Analyse des jeux de hasard de Montmort, page 3d{y 
let Miscellanea'anafy-tica de Moivre, page 199, et K^Ars conjec- 
tandi de Jacqat« Barnoolliy -page' 57. • 
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être remis chaque fois au tas ^ afin que les probabilités 
lofassent les mêmes dans. toutes les épreuve^ Moitié 
pensait le contraire ; et dans ce sens , qui complique 
un peu la question ^ il l'a résolue fort simpUmeot 
au moyen des probabilités composées x c'est ce qu'on 
va tour» 

Soit m le nombre des jetons blants et n celui des 
jelons.Boirs. Au premier tirage^ où le nombre deà jetons 
de chaque eàpèc^ est complet y il y aura pour la sortie 
d'uM jeton blanc , ce qili fait gagner A » la ptt^babilitt 

, et pour la sortie d'un jeton noir,' 



• • • • 



Cette <ïernière probabilité sera aussi celle du second 
tirage , . dans lequel le nombre des jetons noirs , di- 
minué de celui qu'a tiré le joueur A , seia réduit 
à n— I. En conséquence , les probabilités dans ce ti- 
rage ÉetcM 

d^ànièttér lïà jetôh blatic, 



TO-f-fl— I 

— ; 5 d'amênei- un jétOn hôk* ; 

«1 faudra les notultiplier par la probabilité particulière 
du tirage pour avoir celles des deux évènemens qui en 
jrésultent (i6) , et cela donnera les probabi Aés 

- contre É , ou celle du 3*^ tirage. 



$i B amène un jeton noir, il n'en restera plus au tas 
que n-^a; et en raisonnant pour ce tirage comme 
po^r le précédent , on tfoiivi^ k» prerbalûlilés 



I 
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^ "^ en faveur de C, 



{m+n) (m-^n — i) m -f n — 2 

T rr :• — r~— <^ontre C, ou celle du 4* ti— 

(m-f n) (m«f rt"^.i) fit-**n — a ^ 

rage. Si C n'ainèae qu'un jeton noir, A tirera de nou- 
veau , du tas oh le nombre de jetons noirs sera ré- 
duit à 71 -«-3 : iltiura donc la^probabilité 

yi(w— 0(>i— 2) m , . 

("»+») (m-h«— I ) ( m+n— ^) ' /n^n— 3 ^^^ ** 

.?i(n— y)(n— 2) n— 3 j .^ 

. v. ; V ; ' . — ' ^ \ , — ' . ' '' v ' " — r" ' o "^® perdre. 

En continuant ainsi, et pour abréger faisant 7n^n=ty 
oii form»«i la suite 

m mn m/i(n — i) 

mn( n — l) ( n — 2^ mn (n — i) (/i — 2) (n— 3) 

K^-.,) (r_2)(«-3)* <(/-i)(/-2y(r-3T<F^f 

iftn(yt— i) (^—2) (/y~3) («~4) 

lians laquelle (es i^% 4*» 7^ ***• > *^n»c9 expriment les 
probabiKtés'en fttVeutdttjd«ettr>^, les 2% 5* 8*, etc., 
les probabilités en faveur du jpueur B; enfin les 3% 
^\ d% ^0* 9 ^ prot>iibilitite en faveur àm J4Nieur C. 
W}m fii^tau phi» Urd lorsque le pombns des jetons 
ftoirs^Qst <^uUé ; puisque alors il n'y n plvfi d'ifteerti**> 
tnde jbpm: c^ui di99 joii^u;^ qm doit g^gueCt et ia pKo*. 
l^bilit^ tQiuls pour ^qu^jorniurse forme rajoutant 
<^ik» q\i'U A daiQLS chaque tirag^t Le^cul de» ternies 
d^ U 4ui|» iiidiqiiée devient txk» %Ue^pu4»l <m irnf^ 
PQrtQ lîbfKiue terme ii celui qui 1^ ^Pécèd^^ , «omme je 
V*i.feU4a*^*k»V3?. 
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Les nombres proposés par Huygens doniuuit . 
m=49 1 = 8, 1=12, 
on trouvera pour le joueur A la probabilité 

jLj-A 8-7»^ 4 8.7.6.5.4.3 ^ 
la 12*11. to. g la* ii.io,9.8.7.6' 

pour le joueur B , la probabilité 

4 84 8.7 6.5 - 4 8.7.6.5.4.3.2' ,, 

12 * Il 12* II. 10.9.8 12 ' II. ro.9.8. 7.6.5 *- 
pour le joueur C, la probabilité 

A 8-7 j A 8'7 6.5.4 i_ j£ 8.7.6.5.4*3.^*' 

12*11 .lo 12*11.10.9.8.7 12*11.10.9.8.7.6.5.4* 

Réduisant toutes ces fractions au dénominateur com- 
mun le plus simple qu'elles puissent avoir;, les sommes 
ci- dessus deviennent respectivement 

i65* i65' V i65' 

et en les ajoutait on trouve l'unité, puisque. ks. pro- 
babilités qu'elles expriment reuferment tout ce. qui est 
possible. 

5i. Les épreuves répétées que suppose le problème 
dont je viens de rapporter la solution , se rapportent 
à telles que j'ai considérées dans le n^ 21 $ le 
Bon^bre des cbances diminué à' chaque épreuve. Ge 
genre de hasard ne peut être assimilé au jet des dés : 
il revient au tirage dans une urne où Ton ne remet 
point les boules qui en sont sorties. Les formules qui, 
dans' icette hypothèse , remplacent le développement 
des puissances du binôme m-^^n, sont assez remar- 
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quables pour trouver place ici. 

Soit uae urne contenant m boules blanches, n boules 
noires ;. si l'on désigne par A la sortie d'une boule 
blanche , par B celle d'une boule noire ; que pour 
abréger on fasse 7n-f-R=/, et que l'on ait soin, 
après chaque tirage y d'ôter i tant du nombre total des 
boules que du nombre de celles qui sont de la cou- 
leur supposée sortie à ce tirage, on trouvera par le 
principe des probabilités composées, les suivantes : 

Au 1** tirage , 



m ^ n 



pour jty —j pour -^, -• 

Au 2® tirage , 

. . in(m— i) ^„ mn 



i(i^i) ' t(i-i) 

Au 3** tirage , 

. . . 7»(iw — i)(m— 2) . .„ m(iw--i)n 
pour AAA^ ^ -T r-^ ^^^^ir. — ttt^ »^*c* 

mn(m— i) 



/(^-I) (^-2) 



L'examen attentif de ce petit nombre de formules 
suffit pour faire connadtre la loi suivant laquelle se 
composent toutes les probabilités des diverses succes- 
sions des évènemens ^ et ^. Ici , comme dans le n® 2I9 
les coeffîciens s'introduisent dans les successions mé^ 

3* édition. 6 
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langée», dès qu'on fait abstraction de Pordre des évè- 
nemens : la probabilité d*obtetiir a évènemens A et 

I evepement B ^ ftkjt eJE^mp)^ , sera 3 jj- — -r . » 

D'après cette observation , on verra facilement que 
la probabilité d*oï>tenir, dans un nomhrep d'épreuves, 
p — q évènemens ^, et q évènemens J^^^sans distinction 
d'ordre, sera exprimée par 

4 

1.2.3 q 

53. La tbéorie des permutations et des combitiaisons 
est, comme on Ta dû voir dans la plu^ grande partie 
de ce qui préçè4e, un des moyens les plus féconds pour 
résoudre les problèmes concernant le calcul des proba- 
bilités. Cette théorie , servant de fondement k, la dé- 
monstration la plus élémentaire âè la formule du bi- 
nôme de Newton, se trouve dans les Éîémerui d^ Al- 
gèbre; mais on n'y partage qu'en deux groupes la tota- 
lité de» fetrMWIî ponton cb^i^che.l^sarr^pg^mens divers; 
et pour r^Iëvei^Ji toute la ^néçalitje' q^ le su}ef com- 
porte,. \1 fallut déterminer ce qui doit arriver lorsqu'on 
parta^gjs e^ un iv^mbre quelconque de groupes, le nom- 
bre de lettres donné. Les formules propres à cette dé- 
termination se troH^i^t dans le développement des 
puissances des polynômes. 

En raisonnant sur les produits des trinômes 



r 
I > 



i^" 



i«a 



k -M 



moires des Savans étrangers, t. IV, page 62 3. 
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conim^ on l'a fait dans le n* 2 1 , sur ceux desiiinomes- 
m' + n',' m'''^n\ m" + /g^, ^©. , 

on verra, par les lois de la maltiplication, que ces pro- 
duits coinplrcfnnienttOttslesarraKigemenS'qu'oR peut faire 
des lettres 

d, h\ .ç\ a\ b% c\ a", b", c',etc., 

en en prenant une dans chaque facteur du produit. Il 
suit de là que si les lettres a\ h' ^ c\ d ^ etc. , dési- 
gnant respectivement le nombre de chances qui amè- 
nent les e'vènemens ^, ^, C, àla i**, à la 2^, à lad*', etc., 
épreuve, un produit partiel a'6''c*'6'% par exemple, 
fera connaître le nombre de chances qui répondent à 
la succession d'évënemens simples désignée par ABCB. 
Quand on suj>posera que 

d^sd'zzzcl' . . . =fl, *'= h''-=Jf. . . = 6, c' •=:€** ^Slff. . . =c , 

le jHToduit 

(a' 4. h'^ c') {ft + b^'Jir c'^i^ + ^"^ + O etc. , 

» 

se changera dans le trinôme a -^ b ^ c élevé à une 
puissance marquée par le nombre des facteurs, ou, ce 
q[ui est la même chose, par celui des épreuves; un terme 
quelconque de ce produit, d b" c*^*', devenant ab'^Cj se 
trouverez répété autant de fois qu'il est possible de for- 
n^er des produits différens contenant les lettres a et c 
I fois chacune, la lettre b 2 fois, et soumises alternatif 
Tementaux accens ',","', '^...., portés jusqu'au nombre 
marqué par celui des épreuves. 

Soit n ce dernier nombre; l'expression du terme gé- 
néral du développement de (^i -1- 6 •4- cY étant 

6.. 
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a^b^€?, si » +flF4-''=« (*)f 

on a pour le terme ab^c , 

« = 4» P=:l, ?^a» rssï; 

ainsi le coefficient de ce terme est 12. 

Si donc on fait abstraction de Tordre dans U succes- 
sion des ëvènemens, le terme i^àb'^Cy dans le dévelop- 
pement de (a -f- ^+^)^9 exprimera le nombre de chan- 
ces pour obtenir, en 4 épreuves, les évènemens ^et C^ 
chacun i fois, et l'événement B^2 fois. 

Le coefficient 12 , provenant de la réunion de ter- 
mes contenant 4 facteurs différens qui peuvent se par- 
tager en 3 classes , savoir , celles des a, celle des b et 
celle des c, indique, dans la réunion de ces termes 
qui laisse subsister les classes , le nombre de manières 
de partager 4 choses en 3 classes ou groupes , dont 
I est composé de 2 de ces choses , et les 2 autres 
de I seule. 

De même le terme général 

I.L2.V* • • • • • fm m 

-. : àFbi{f 

i.2.../?X i.2..'.5'X i.2...r 

exprime le nombre de chcuices pour obtenir sur un' 
nombre /? + y + '' d'épreuves , p évènemens A^ q évè- 
nemens B^ r évènemens C; et le coefficient qui multi- 
plie afb'iify indique le nombre de manières de distri- 
buer p + q + r choses en 3 groupes , dont le i** en 
comprenne un nombre /», le 2* un nombre q et le'3* un 

nombre r. 

_^ (■ 

{*) Voyez le Complément des Élémens d* Algèbre, on bien 
rintrodoction placée à la tête du premier Tolame dn Traité du 
Calcul différentiel et du Calcul intégral. 
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53. Cette dernière proposition se prouve directe- 
ment • en observant qnep + ? -(* r choses peuvent 
être combinées p k p^ en nn nombre de manières 
égal à 

1.2.3. .]ï ' 

et qu'en ôtant p choses aurp + q + ryï\en reste q + r 
qu'on peut encore combiner entre elles en nombre q , 
d'un iiombre de manières égal à 

(g + r)(g + r->i) (r+il . 

1.2.3 q . 

on aura donc en tout un nombre 

ip-^q + r) (p^y-f r— i) (r-hi> 

I • 2 • . • • * P y^ i*2» • • » * q 

de manières d'Ater de la totalité desp + g + ''choses, 
deux groupes, le i'* contenant un nombre /? et le s* un 
nombre q de ces choses. Si' l'on écrit au numérateur et 
au dénominateur de l'expression ci-dessus, les faéteurs 
1 .2.3. . .r, et qu'on y change /> + y-|- r en n, on re- 
tombera sur fat formule du n^ précédent. 
- On aurait les arrangemens an lieu des combinaisons, 
si l'on supprimait les' dénominateurs. 

54. £n général, tout ce qui regarde les épreuves ré- 
pétées pour un nombre quelconque d'évènemens sim- 
ples, est compris dans le développement des puissances 
d'un polynôme foro^é de la somme des nombres qui 
expriment les diances d'où résulte chacun de ces évè- 
nemens. 

Si l'on pose /?-f"g+'' + '^+' = '*> '^ terme gé- 
néral du développement de (a + * + ^ + ^ + ^)" ? 
étant 
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- ^'^- " '■ al'bicd'e', 

I «S^^J?. tklt...^. l.!£#t.r.I.'2...5. 1 .2.../ 

donne le nombre des chances qui peuvent ameuer Té- 
vèncment composé d'un nombre/» d'e'vènemens j4j 

q Br 

r,.:. C, 

s Z>, 

/ ...Ei 

îa probabilité de cet évèuenieiii composé s'obtiendra 
donc en divisant l'expression ci-dessus par 

(<ï-|- ^+ ^"f" ^+^)"» nolnbre total des chances. 

Il suit de là que pour avoir immédiatement cette 
probabilité^ on peut substituer ^ui^leltrcs a, 3, e, d, e^ 
qui marquent le nombre deé diverses espèces de chan- 
ces dans uDe épreuVè ,. les probabilités simples qui en 
dérivent. 

Le pli:^ probable d^s évènemehs composa que pcBt 
ainoier le mêmi^ nQiurbrQ d'éprfittvi^», est eno»nç cqlal 
da»^ lequel le^ ^yèn^inexi» àiinplesr eatresit |KropovUon«« 
Dellement à leui*$ probabilités te^oeûTcs. Si^ pav 
exemple » qq ne considère que 3 évèaemens simf>les ^ 
et qu'on fasse n = ni(a -fr ^ + e)^ il sem facUè àe 
vQir que le plus graâid terme du dévetéppemant de 
{a + b + c)'«C«+^+-0^ epi le term^ afifecté dé a^^^a^ j 
car en faisant d'abord b -j- c = /S,^ et développant 
{a 4- ^8)'"^"+""^, on aura pour le plus grand terme, ç^- 
lui qui est affecté de a""'>ô'"^ (^) j uiais il peut se dé- 
velopper à son to w, en dtibstit«i^nt à /8^*^ le déve^ 
loppementde (i-f-c)'"*^"** , dont le plus grand 
terme est celui qui est affecté de b^^c^^ t ainsi le plus 
grand terme du produit a'^^fi^'^ sera, celui qui çst 
affecté de oT^^'''^ ^''^ , 
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55. Popr donner une idée de la multitadé â là* 
qtteHe peut s'élever le nombre des c<>iïibma4^diis , lors 
métne que les ëléutehg n'en sont pas très nombreux, je 
yais clurcher en combien de manières les 3a cartes 
d'nn jeu de piquet peuvent se distribuer entre les deux 
joneur», qui, comme ron sait, en pteànent d'abord 
chaeim 12, et entre les deox paqueU qui forment le 
itfAwi, dont Tun coutient 5 cartes et l'autre 3. Le nom- 
bre demandé étant le coefficient de a}*b^(^éP dans le 
développement deCa + ^-f-c+d^)»*, a pour 
expression 

i.a>3....3a 

1.2. ..12 ><C I.2...I2X I.2S...5X 1.2.3* 

En y supprimant par ôrdrt dans le numératè\ir , touk 
lèsfacteiirs qui compoèent le d^ominàtéûr , elle iiéra 
rtiiâte au produit 

V.3».6\7*.i3*. 17. 19.^15.29.31 
= I 592 814 9Î7 068 8oo. 

Si l'on supposé i|ue sur le nombre de i ^o 000 000 d'in- 
dividus, auquel on évalue la population de l'Europe , 
il y en ait la ioo* partie qui sache le jeu de piquet > 
et qu'elle se partage en couples pour s'y livrer exclusî* 
vement, on irouT^ra q^ie cbacmi des 65ot>po couples 
devrait jouer, pour sa part, plus de i 873 899 937 coups. 
On fait sans peine 24 coups dans i heure , ce qui en 
donne 876 pour i jour, et 210 384 pour 365 jours ^ (ou 
I an ) ; si, par conséquent, on divise i 873 899937 par 
210 384, 1^ quotient, qui surpasse 8907, indiquera le 
nombre d'années pendant lequel chaque couple devrait 
jouer sans interruption , pour épuiser tous les airan^- 
gemens possibles , sous la condition^ toutefois, qu'au- 
cun arrangement ne serait répété. L'usage des cartes à 



, , i. 
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t 

jouer ne parait pas remonter plus liaat qu'à Tan-' 
née 1^2 f où on le voit servir à l'àihusement du 
roi de France Charles VI , pendant sa maladie : on doit 
donc regarder comme certain que toutes les combinai- 
sons que peut fournir ce jeu ne se scmt pas encore pré* 
sentées. Au reste, ceux qui le connaissent savent bien 
qu'il ne faut pas confondre le nombre de combinaisons 
avec celui des coups essentiellement diffërens, qui est 
beaucoup moindre {*). 

56. C'est au développement des polynômes , que 
Moivre {MisceUanea analjrtica , p. ig6), réduit 
la question de déterminer laprobabilité damener un 
point donné , avec un nombre donné de dés. Pour sui- 
vre sa marche , représentons par n le nombre de ces 
déS| par m celui des numéros dont chacun est marqué, 
en commençant à i , par p + i\e numéro qu'on dé-p 
sire amener, et considérons la formation du dévélop* 
pement de 

(/+/•+/* +/")"> 

par la multiplication des n facteurs égaux à 

qu'il contient. D'après ce procédé, il est la réunion de 
produits partiels composés de facteurs de la forme 

y*î J^f /^f • • • • en nombre n ; 

et pour l'ordonner suivant les puissances de y, il faut 
rassembler tous les termes où la sonime des exposans 
est la même. Il suit de là que le coe£Gicient du terme 
pour lequel on aura 

indique le nombre de manières de former le poïntp -f- 1 

(*; Vogrez Doctine nf Chances , page i84»v 



r 
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arec n nombres pris dépais i jusqu'à m, et donnera la 
solution d u problème proposé . 

La recherche de ce coefficient , qui serait assez diffi- 
cile par laiformule rapportée. dans le n^ 54^ se simplifie 
beaucoup à cause de la forme particulière du poly- 
nôme à, développer. En effet, comme 

et qu'on a vu dans les Élémeris ^Alghbre que 

U s'ensuit que le développement qu'il faut effectuer re- 
vient à celui de 



or 



<,-/-).=. _?/-+î^>y^ 



njn— i)(n— a) ^, , ^ . 
i.a.3' - ^ +**^" 

1 .2.0 

En mettant à part le premier facteur y^, il restera 
à trouver dans le produit des d<eux autres , développés 
ci-dessus, les termes qui sont affectés dcy^"^*""*; pour 
cela on prendra d'abord dans la série inférieure le 
terme affecté de y^"*"*""*, pour multiplier le premier 
terme i de la série supérieure ; puis on reculera daùs 
la seconde série jusqu'au terme affecté de f^'^ i - • — m^ 
pour multiplier le terme affecté de /" dans la pre- 
mière série ; et continuant ainsi de rétrogader de m 
termes dans la série inférieure, pour avancer de 1 terme 
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daiH la Béeï€ Mufénmj^^ on obtténdra, pour le eoeffi^ 
cient cherché, 

«(n-f: i).. ./? n{n + i), . ,{p — m) n 

i.a..,(/7-^i — n) I. a. ..(/? 4* '""'*""''*) * 

+ / ■ — ^X-^ ^ — etc.; 

i.2...(/?+i — n — 2m) i.a 

série qu'il faudra continuer tant qu'on ne rencontrera, 
dans les produits indiqués , aucun facteur qui soit nul 
ou négatif. 

On lui faitprefodre une forme plus élégante, en ob- 
servant que si /? + 1 — «>n'P-7i» o>i peut suppri*^ 
mer dans le premier terme , comme se troUvault à la 
fois au numérateur et au dénominateur, tous les fac- 
teurs depuisj:> -f- 1 — n jusqu'à n — i, et les introduire, 
au contraire, sip + i — n-<n — i. Avec cette atten- 
tion et en renversant Tordre des fieicteurs , le premier 
terme devient , 

1.243.. .(n — i) *' 

ce qui met stîr la vî>ie dés chfingemens analogues à 
faire dans les autres; et si, pour abréger, on pose 

p^^)in^p^y p— 2m=/>% /> — 3m=/?*', etc., 

on obtient la formule- 

r ' ■ .... 

I.2.3»«..(/l«<— l) 

p'(j/-^%). r* •{p'-'n + 2) ^^ n 
i.a.3....(7i'**-i) i ^ 

' 1 .2.$;. . .(«•ii-^ l).. I«2 

t .2.3....(n — i> ^i.a.3 

"^ etc* , ' 
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semblable à celle de Moiri'e. En rappliquant , cohime 
Iiti^àcbei'^lier le nombre de manières d'amener le |iôint 
i6 avec 4 des ohlinatres, on doit pr^dré 

n = 4, 711 = 6, />=i5, y=9; f^^3^ 
ce qtii ûhnne 

i5>i4'i3 9.8.7 4^ 3.a>i 4*^.^ ti 
^•a.3 i 9i3 1 lid.S 1,2 

Ce nombre étant divisé par 6^ = 1^96 > qui marque 
celui de toutes les chances possibles dans le jet simultané 
de 4 dés, on annt là probabilité ^^^ylenviron 7^, d'ame- 
ner avec ces dés le poiiit 16. 

En ne supposant que 3 dés , et cherchant le nombre 
de manières d'amener les points 3, 4? ^> ^9 7i 8» 9^^ 
10, on prendra successivement pour j9, chacun des 
nombres 

2, 3, 4» 5, 6, 7, 8, 9, 

et y par ce^. valeurs 9 on, trouvera -les suivantes : 

1, 3^ 6| 10, J$, ai, a5| 27, 

dont la somme 108 est moitié de 6^ =s2i6, nombre 
total dès chances : il est donc égalenient probable, 
avec 3 dés, d'amener dans un seul jet un point; 
inférieur à 1 1 ou supérieur à 10. Cette remarque est le 
fondement dii jeu nommé passe-^lùc* 

57. La recherche de la prdiabilité que tous les nu-* 
méros d'une loterie seront sortis aprèi un nombre 
donné de tirages, problèii^e qu'Kuler et LapUc e ont 
résolu par des moyens différens , ofFre , dans un énoncé 
simple , une question curieuse. 

La considération du polynôme y serait applicable 
aussi; mais ne me paraissant pas devoir mener facile- 
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ment à la solution générale, je vais passer à l'ex* 
plication de la formule donnée par Euler (Opuscula 
analjrtica, t. II, p. 333). On trouvera dans la note II 
la solution de Laplace. 

Soit m k nombre des numéros dont se compose la 
loterie, et dont il en sort i à chaque tirage; on amande 
la probabilité que tous seront sortis dans n tirages ? 

Les chances également possibles dans un tirage sont 
toutes les combinaisons qu'onpeut faire des m numéros, 
pris en nombre i : celui de ces chances aura donc pour 
expïression 

fn(m — i) . . . , (m — £ «4- 1) 

I «SaO* •• •» 

Désignons-le, pour abréger, parP», afin de pouvoir 
représenter par Pm—i , Pm— », etc. , ce qu'il devient 
quand on y change m en m— i , m — > 2 , etc. ; et pour 
éviter toute confusion, substituons les lettres a, 5, 
c, df e, etc. , aux numéros de la loterie. Gela posé, 

n tirages donneront (P«)* = /^ arrangemens des 

premières chances prises n à 11, parmi lesqùeb se trou- 
veront compris, tant ceux qui contiennent toutes les 
lettres, que ceux où il en manque quelques-unes; la 
question se réduit évidemment à soustraire ces derniers 
du nombre total, pour arriver à l'expression du nombre 
de ceux qui remplissent la condition du problème. 

Il estd'abord éviîdent que les arrangemens qui ne con- 
tiennent pas une lettre désignée, a par exemple, se trou- 
veraient tous dans une loterie formée des m ^- 1 lettres 
restantes; qu'ils sont par conséquent au nombre de 

^m— 19 ^^ qu'en exceptant ainsi chaque lettre à son 
tour, on aura déjà mP^^^^ arrangemens à ôter de 
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/** , ce qui donnera 

Mais il faut observer que parmi les arrangemens qui 
ne contiennent point la lettre a, se trouvent ceux qui 
ne renferment en même temps ni a, ni b, qui de même 
se trouvent aussi parmi les arrangemens ne renfer- 
mant point b : chacun de ceux où il manque a lettres 

a donc été retranche a fois, lorsqu'on a 6ié de P^ les 
arrangemens où il manque une lettre; or, les pre- 
miers j qui sont au nombre de — P^ ^ , n'au- 

raient dû être retranchés qu'une seule fois : il fiiut 
donc les ajouter i fois à l'expression formée ci-dessus, 
et l'on aura 

iiB m m«-* 1 * t 9, ^ ^ 

Les arrangemens où il manque 3 lettres, a^b^ c^ 
par exemple , ont été retranchés d'abord 3 fob ; 
savoir , avec ceux où a manque , où b manque , où 
c manque; ils ont été ensuite ajoutés 3 fois ; savoir, 
avec les arrangemens où a et 6 manquent en même 
temps, ou bien a et c , ou bien b et c. Si on les a 4tés 
d'un c6té 3 fois, on les a rends autant de l'autre; il 
&at donc les soustraire de nouveau, et leur nombre 

étant ^-^ ^ -r^^iy on aura, après cette 

opération , 
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pi 2 p» j >w(w — i) p» 

IW I W"" I ' m 4*1 III—" I 

w(wi— i)(re— a) _, 
ÏX3 '^-»' 

Passant aax arrangemens où il manque 4 lettres , 
on verra de même qu'ils ont été retranche's 4 ^^^ 
avec ceux où il manque i lettre , ajoutes 6 fois avec 
ceux où il manque 2 lettres, et retranchés 4 ^<^î^ 
avec ceux où il manque 3 lettres: ayant donc été re- 
tranchés a fois de plus qu'ils n'ont été ajoutés, il 
faat les ajouter encoM t fois, et leur nombre étant 

m{m — i)(m — 7)(m — 3).^ .. ^ t^ 

■ ' ■ ■ ■ ■ ■ — '^-y^ FL . , il €«i résultevii 

1.2.3.4 * 



m ^ «I— I ,2 

m(m— i)(m — 2) ^» 

1.2.3 ""^ 

m{m — i)(m — 2)(m — .3) „ 

1.2.3.4 * 

Lat loi de cette expression est maintenant assez évi- 
dente pour qu'on puisse la pousser aussi loin qu'on 
le voudra ; mais pour en constater la vérité ind^n- 
daniment dç toute iûduetion, il suffit d'observer qu'un 
arrangement qù il manque un nombre/? de lettres, est 

retoancbé ^ t^ »T9c tp^px pu U ep numqiojs 1 9 iy|o«t^' 

- » " 

^fft i HMii i »faâs aycc eem où il en manque 2, re- 

tranche *--* ^ fois avec ceux ou il en 

1.2.3 

manque 3, et ainsi de suite; ce qui donne pour ré- 
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; 

I 1.2 1.2.3 1 * 

Fenfermftnt tous les termes du dé veloppemen t de ( i — i )''9 
à rexceptiottdu premier terme, qai est -f-i, et du 
dernier, qui est ±: i , selon que p est impair ou pair. 
L'expression ci-dessus est donc égale à b dans le pre- 
mier cas, et à — a dans le second ; ainsi dans Tun on 
aura encore à retrancher les combinaisons où 11 manque 
/» lettres, et dans l'autre, ces combinaisons auront été 
soustraites 2 fois au lieu d'un& :' 11 faudra par consé* 
a¥<3;((i<>iDdi^ &r«xpvemon du nombre des arrange- 
meus c^efcbéa; le leiritiç 

fn(m — i). . . . jm-^p + Q p« 

1.2 p *""'»' 

avec le signe — sip est impair , et le signe -f* ^î ^^ 
nombre est paif. 

Le problème propos^ est dond complèteiùent résolu 
par la formule 

tant qu'on se borne aux considérations algébriques, 
puisque cet^ formule donne 1^ nombre 4^ chances 
favorables à l'événement désiré, et qu'en la divisant 

par P^ , norahre total des chances , on au^ la pro- 
babilité demandée , que tôv^ les numéros de la loterie 
seront sortis dans un nombre n de tirages. 

On voit que k queaf ion sup^se n > ^ 5 ^^ Euler 
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remarque, en effet, que la formule ci- dessus demeure 

nulle tant que n <[ -r . De plus , il faut, dans les va- 

leurs de P, s'arrêter àj9 = m — t nuçciéros, parce 
qu'alors il ne reste dans la loterie que m«— (m — î)=i 
numéros, et que tous les tirages sont les mêmes; aussi 

trouve-tpon P*=i. ~^ 

Il est à propos d'observer ausdi que P]^ se réduirait 

à m*, s'il ne sortait qu'un numéro à chaque tirage, 
c'est-à-dire si. l'on avait i= i. 

58. Euler a montré que pour mettre facilement en 
nombres la formule ci«-dessus, lorsque les valeurs de m 
et de n étaient considérables, il suffisait de calculer le 
logarithme du rapport de chaque terme avec celui qui 
le précède. 

En effet, si pour abr^er, on pose 

I •"* 1.2 ""^ 

m(m'^i){m—a) ^ _ ^ «te 
7X3 ^— s-^»«*c» 



on aura 



=rm 






B 
A 



m 






P* 



C 
B 



m 



P* 



— o * m- 3 



, etc.; 



puis remontant aux valeurs de P* , P|^^i> P^^^^t «te 






\ 
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on obtiendra 



W— 1 



p. 



P' 

m— A 



m— 1 









etc. , 

d'où Ton conclura 
j4 m /m — 



m 



n/ m— iY ~ _ m—i /m~i— xy 



/m — / — 2\« 

V — z: I > €tc. 



C m — 2 /m — i — 2\« 

^~ 3 



Passant aux logarithmes , on aura 

1 - == 1 m»-nl — 



pn m — — i 



1^ ,m — 2 7» 2 

B ^ 7 ^ 1 "- r— , 

-o o m — 1 — 2 



etc.; 
et en observant que 

1 — — 1 — a.1^ 1 ^ 1^.1^ 
^: p» ^ p» p. B' 



m 



3* édition. 
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.on déterminera, par une suite d'autant plus conver- 
gente que le nombre n sera grand, le rapport de chaque 
terme de la formule proposée , comparé au premier , 
ce qui donnera la probabilité demandée;; car cette for- 
mule étant divisée par P^ , devient , par les dénomi* 

nations employées ci-dessus , 

♦ • 

A ^ B C 

1 1 1- etc. 



m m 



En prenant 712 = 90 , i = 5, n = 100 , on obtient, 
au moyeu des six premiers termes de la formule , pour 
la probabilité de la sortie des 90 numéros de la lo- 
terie de France , la fraction 0,7410 , exacte à moins 
de -75-0^ , et qui surpasse beaucoup y (*). Il ne serait pas 
difficile , en rétrogradant, de s'assurer que c'est du SS*" 
au 86* tirage que cette probabilité passe au-delà de ^. 
£n portant le nombre des tirages à aoo , il suffit des 
deux premiers termes de la formule, qui donnent 
0,9990, probabilité très peu différente de i. 

Dans Le Mémoire cité, Euler ne se borne pas au 
problème dont je viens de donner la solution : il cherche 
aussi les probabilités pour la sortie de m— i, i»-~2, etc., 
numéros , et parvient à des expressions très remar- 
quables,. J'indiquerai également aux lecteurs un Mé- 
moire inséré dans ceux de l'Académie de Berlin, pour 
Tannée i^Si (p. ^55), où il détermine les probabilités 
dans le jeu de cartes appelé jeu de rencontre. Le seul 



{*) Euler troQTe 0,7419; mais Trembley, qui est revenu sur celte 
question dans les Mémoires de l*^c€tdém. de Berlin , aura. T794 vl 
1795 (paî;e 76), ayant mis plus d^exactiinde dans les calculs , csi 
parrctin au nombre rapporté ci-dessus. 
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emploi d€ la théorie des permutations le conduit à des 
résultats très élégans et très curieux (*) . 

59. Je terminerai cette suite de questions en don- 
nant une idée de celles qui concernent les parties jouées 
en rabauant, c'est-à-dire en ne comptant jamais que 
l'excès du nombre de coups gagnés par un joueur , sur 
le nombre de ceux que Tautre a gagnés , de sorte que 
le gain total, ou la ûa de la partie, dépende d'obte- 
nir , non pas un nombre donné de points , mais un 
nombre qui surpasse d'un excès donné , celui des points 
gagnés par l'autre joueur. 

Pour éclairçirceci par un exemple , montrons d'a- 
bord c^.qu'il peut arrîvçr lorsquie l'excès de points qui 
bit gagner.est égal à a ; dés^nons par ^ et B les 
jotteurs ^j^insi queiea pointscqu'its gagnent , et suppo- 
sons (qile la probabilité d'obtenir un point soit^. Il est 
évident que tous les ai^rangemeiis dans le^quek 1^ même 
lettre se trouve aux deux premières places, doivent 
être exclus dès qu'il y a plus de deux places , puisqu'ils 
désignent un coup gui ne pourrait se présenter qu'a- 
près la terminaison dû jeu; ainsi l'^arrafigéttieitt.^^ 
faisàntgajg^r le j<mèùr\^, exclut l'arraDgeniènt AJB, 
On voîr'aussi que là iiîéraè letti^ he saurait' se tibUVer 
plus de à fêîs de' suite aprèfà k prèhiière placé i l-afran*^ 
Ztviiéiii Bj^A'AAB ^ par exemple , ne peut eti^er'dans 
ceux du e* coup, puisqu'il • dérive de l'arrangement 
BAAA l qui terminerait le jeu au 4* coup; D'après ces 
observations, on'trotiVera que les;diVers ^èhemens 



f 



' {*) La même question, présentée sot^s un antre én^^ncéd^n» la 
TTtéç'rie arMfytigue des Probabiiités, par La place, p. 217, a 
-été traitée de nouveau par M. Tedenat, dans le tomb XII des y^n~ 
naies de Mathématiques pures et appliquées , publiées pat 
M. Gérgonne'lfp. lao'). 
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possibles sont^ 






' 


au 1*' coup, 


au n'y 


au 3*, 


au 4*, etc 


A 


AA 


ABA 


ABAA 


ovlB 


AB 


ABB 


ABAB 




BA 


BAA 


ABBA 




BB 


BAB 


ABBB 


ê 






BAAA 


1 


» 




BAAB 
BABA 
BABB 



Eu cherchant dans ce tableau, dont la continuation 
ne présente aucune difficulté , les arrangemens où le 
nombre des répétitions d'une même lettre surpasse 
de 2 celui des répétitions de l'autre lettre, et qui termi- 
nent le jeu y on en trouvera 2 au 2' coup , savoir , A A 
et'BB ; 4 ^u 4^ coup y savoir , 

ABAA , ABBB , BAAA y BABB , 

et aii^si.de suite. Les probabilités étant ^ pour chaque 
événement du 2* coup , ^ pour ceux du 3" , 7g pour 
ceux du 4' 9 ^^c. , on aura la probabilité 2 . ^ == 4 V^^ 
la partie se terminera au 2' coup, 4*76=^^ qu'elle 
finira précisément au 4^ coup , et par conséquent la 
probabilité î + x qu'elle ne se prolongera pas au-delà 
de 4 coups 2 on trouverait i + ^ + ^ pour le 6* coup , 
et ainsi de suite ; car il est d'ailleurs évident que la 
partie ne peut se terminer qu'à un nombre pair de 

coups. 

Si le gain de la partie dépendait d'obtenir une supé- 
riorité de 3 points , le tableau des évènemens possibles 
à chaque coup , deviendrait beaucoup plus compliqué ; 
mais Moivre a bien simplifié le problème , en cher- 
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diant y en premier lieu , la probabilité qu'à un coup 
de'terminé , la partie ne sera pas linie (*). 

60. Quand la supe'riorité demaiidée est seulement de 
deux points , comme dans l'exemple ci-dessus , la par- 
tie ne pouvant pas être décidée ^n moins de deux 
coups y il faudra considérer d'abord la formule . 

(e+/)' = e» + 2^/+/S 

dans laquelle les termes e* ety*indiquent la probabilité 
du gain de deux poiols de suite, soit par j4y soit par By. 
et 2ef celle que la partie ne sera pas finie. Maintenant, 
pour aller plus loin, il faut> d'après les règles concer- 
nant les probabilités composées (i';), multiplier aef 
par e +J'; ce qui donnera , pour le 3* coup , les 
termes 

2cy+2e/% 

répondant aux évènemens 

u4AB y ABB , 

dont aucun ne peut décider la partie r passant donc atr 
coup suivant , on multipliera encore ae^^-f- ^ef^ par 
e "^fy ce qui donnera 

dont le terme du milieu ^e^f^ répond au cas où. la 
partie n'est pas finie. Déjà l'on voit que cette partie ne 
pouvant finir que dans un coup d'ordre pair^ il est 
plus simple de prendre pour multiplicateur e* +26^4:/^ ; 
et l'on reconnaît sans peine que les probabilités cher- 
chées forment la progression par quotient 

^efy ^et , 8c3/3 , etc. 

(*) Doctrine of Chances , page aoâ. 
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£n supposant , comme dans notre exemple , que le» 
probabilités simples soient égales à -^ , on aura 

i» " i 1 etc 

• ». ' 

pour la probabilité que la partie ne sera pas finie au 2*, 
au 4' 9 au 6^ , etc. , coup ; et en retranchant de runiië 
ces fractions , il viendra 

l ^ l etc 

pour les probabilités de la terminaison de là partie. 

Lorsque le gain de la partie dépend de plus de 
deux points , on ne tombe plus sur une progressioô 
par quotient ; mais en suivant la même marche , on 
parvient aisément à cette règle donnée par Moivre i 

Pour trouver la probabilité que la partie dans là^ 
quelle le joueur A doit enlever q jetons au joueur B , 
ou celui-ci, p jetons au joueur A, ne sera pas finie 
dans un nombre r de coups y multipliez lé binôme 
e -^i par lui-même , autant de fois qu'il jr a d unités 
4^ns r — i j en observé^ntj après chaque mult^pliça^ 
tion , 4'cffacer les termes dan^ lesquels F exposant 
de la lettre e surpasse de q V exposant de la lettre f , 
ainsi que les termes ou Vexposant de la lettre f , ^wr- 
passe de p celui de la lettre e ( parce que ces termes 
V^pondent à dés évèiieii\en5 qui terminent la partie ) ; 
les termes restans composeront la probabilité de^^ 
mandée. 

Si l'on avait 

p — Z, ^ = 2, r=7, 
en suivant la règle ci* dessus , on arriverait à 






DES PROBABILITÉS. Io3 

et si Ton faisait e =/*= ^^ il en résulterait 

i3 + 21 34 17 

~Ï28~ ~ T28 ~ 64 • 

et 1 — ^ c=^ pour la probabilité contraire , c'est- 
à-dire que la partie soit finie en 7 coups. On arriverait 
immédia te meDt à cette dernière en formant la somme 
de tous les termes rejetés dans le cours des multipli- 
cations indiquées ci-dessus, et Ton obtiendrait la pro- 
babilité qui se rapporte à chaque joueur, en prenant 
les termes où celle des lettres e ,/*, qui le conceme^ a 
le plus fort exposant. 

Il resterait à trouver la loi de ces termes , de ina-^ 
nière à former la probabilité relative à un coup quel- 
conque y sans passer par les précédentes : Moiyre a seu- 
lement indiqué cette loi ; mais la recherche en est trop 
longue pour trouver place dans ce Traité {vojr. la 
note II) (*). 

De la Règle des Paris ^ et de V espérance mathématique, 

61 . Jusqu'ici je n'ai encore considéré les probabilités 
qu'en elles-mêmes; mais le plus souvent on ne les cal- 
cule que pour réglet la mise et le gain dans les jeux , 



(*) M. Ampère, dans ses Considérations sur la Théorie mct^ 
thématique du Jeu, est parvenu à cette loi , par un procëdi^ pa* 
rement alge'briqne. 

Les jeux offrent encore beaucoup d^autres questions difficiles à 
résoudre ; Tune des plus remarquables est celle de .la probabilité 
du refait de 3t, an trente et quarante* M. Poisson Ta traitée le 
V^emief par P Analyse tr»n8cendante , et en a donnç une solution 
précise. ( Voy. les Annales de Mathématiques pures et appli- 
UiU'cSy pu!)liccs par M. Gergonne , t. XVI, p. i73» ) 
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et en général pour apprécier Tavantage ou le.désa— 
▼antage pécuniaire des spéculations fondées sur des 
évènemens incertains. Avant qu'aucune théorie mathé- 
matique eût éclairé celle des hasards , on s'était déjà 
entend« pour regarder comme équitable tout pari dans 
lequel les parieurs déposent des sommes proportionr- 
nelles au nombre des chances qui les feraient gagner. 
Celui qui, dans le jet d'un dé à 6 faces, parierait 
d'amener une face désignée, ne devrait déposer au jeu 
que la 5" partie de ce qu'y mettrait son adversaire, 
puisqu'il n'aurait en sa faveur que i chance, tandis que 
l'autre en aurait 5. 

Quelque naturelle que soit cette conclusion, on la 
rendra peut-être encore plus évidente, en concevant 
d'abord que chaque face du dé soit assignée à un pa- 
rieur difierent/et que la somme mise au jeu doive échoir 
^à celui qui aura désigné la face amenée par le jet. Il 
n'y à pas de raison alors pour que la mise de l'un 
de ces joueurs soit plus considérable que celle de tout 
autre. Son gain sera donc quintuple de cette mise ; et 
si quelqu'un voulait se substituer aux 5 autres, avant 
que le sort eût prononcé , il devrait nécessairement 
leur rendre leur mise : il déposerait donc 5 fois autant 
que le premier, c'est-à-dire précisément en raison du 
nombre des chances qui sont en sa faveur. 

Ce que je viens de dire sur Texemple précédent, s'ap- 
pliquerait également à de plus compliqués : on peut 
concevoir de même que 36 parieui*s se sont distribué 
toutes les chances comprises dans le tableau de la 
page 1 1 ; chacun de ces parieurs doit déposer la même 
somme au jeu , et la totalité des mises formerait le 
gain d'un seul , si la condition à remplir était l'ar- 
rivée de la chance dont il a fait choix. Mais si 
cette condition est seulement d'amener avec les deux 
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dés un point désigné, tous ceux des joueurs qui ont 
pris une des chances formant ce point , ont un droit 
égal au gain : ils deTFont donc le prendre en commun , 
pour se le partager également. Si le point dont il 
s'agit est 8, par exeihple, il y aura 5 gagnans, puisque 
ce point résulte de 5 chances ; et le fonds du jeu, 
composé de 36 mises particulières , sera acquis par 5. 
Si donc on remplace par un seul individu ceux qui 
ont les chances favorables au point 8, et par un se- 
cond ceux qui ont toutes les autres , on voit que leurs 
mises respectives seront dans le rapport de 5 à 3i, 
c'est-à-dire proportionnelles au nombre de chances qui 
les font gagner. 

Ces considérations, dont Moivre paraît avoir fait 
usage le premier (^) , justifient suffisamment , ce me 
semble, le principe posé ci-dessus, d'après lequel , si 
deux joueurs , ayant en leur faveur les probabilités e 
etfj déposent des sommes a et ^ , il faut , pour former 
un pari équitable , qu'il y ait la proportion 

a : b :: e If, d'où afzsz be. 

62. Ce principe suffit pour tous les cas où le hasard 
décide en une seule épreuve , parce qu'alors la condi- 
tion des joueurs ne change que par la conclusion de 
l'événement; en sorte que si la volonté des joueurs, 
ou un empêchement quelconque s'opposait à -ce que 
le hasard, d'où dépend le jeu, fût tenté, chacun d'eux, 
renonçant aux chances qu'il avait acquises par sa mise 
au jeu , la reprendrait en entier. Il n'en est pas de 
même quand, pour terminer le jeu, il faut des épreuves 
répétées, et que quelques-unes ayant déjà eu lieu, ont 



(*) Doctrine ùf Chances , p. 3. 



^ 



I 
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modifié le nombre des chances favorables aux divers 
joueurs : leur espérance a changé, et avec elle leur 
droit sur le fonds du jeu. C'est sur ce nouveau pied 
qu'il faut régler le partage entre eux, en s'appuyant sur 
la convention généralement établie dans tous les jeux , 
d'après laquelle tout joueur perd la propriété de l'ar^ 
gent quil dépose ^ mais acquiert en revanche ^ sur le 
fonds du jeu, un droit proportionnel à la probabilité 
qu'il a de gagner ce fonds* 

Par exemple , une personne parie d'amener deux fois 
le même point dans deux jets consécutifs d'un dé à 
6 faces; la probabilité de cet événement étant seules 
ment ^, et celle de l'événement contraire jg- , cette 
personne ne doit mettre au jeu que if^' et son adver- 
saire 35. Posons que le premier jet ayant eu lieu, le 
point désigné ait paru, et qu'alors les joueurs veuillent 
se séparer ; celui qui a parié d'amener le point désigné 
aurait çncore au second jet i chance pour lui et seule- 
ment 5 contre: son espérance est donc très difterente 
dé ce qu'elle était avant le premier jet. Dans ce cas, 
la mise totale étant considérée comme appartenant au 
jeu , toutes les chances également possibles ont un droit 
égal au partage de cette somme , et celui qui réunit 
plusieurs chances doit avoir les parts correspondantes : 
ainsi le premier joueur prendra le 6* de la mise totale, 
ou &^''-, et son adversaire les f, ou So-^''* 

63. Sous cette dernière forme, la règle des paris 
servant à partager la somme déposée par les joueurs, 
avant que le sort ait prononcé entre eux , preiKi le nom 
de règle des partis (*). L'application que Pascal en 
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(*) Le mot parti étant pris dans le sens de distribution. De Ih 
est venne cette façon de parler : faire à quetqu*un un hoh parti; 
ce serait une faute que de dire la règle des par^ties. ( Voj. QSm'ret 
de Pascal , t. V, p. 3a. ) 



DBS PKOBABIUTÉS. IO7 

SI faite ^ux questions que lui proposait le chevalier de 
Me'ré , déjà cite' (24), a donné naissance au calcul des. 
probabilite's. Voici Tune des plus simples de ces ques- 
tions : Deux joueurs ont formé un fonds destiné à ce^ 
lui quK>aura le plus tôt gagné trois parties ^ ils se 
séparent lorsque le premier en a gagné deux et le 
second unej on demande la part que chacun doit asfoir 
sur le fonds du jeu, en supposant que la probabilité 
de gagner isolément une partie soit -y pour chaque 
joueur?, . ' 

La considération des probabilités composées résout 
bien facilement cette question. S'il était joué une par- 
tie de plus et que le premier joueur la gagnât, il au- 
rait la mise totale ; la probabilité de cet événement 
est ^. S'il n'arrivait pas, chacun des joueurs ayant alors 
gagné deu^ parties, la suivante déciderait nécessaire— > 
ment leur sort; mais la probabilité qu'elle serait jouée 
étant \ , on aura \ pour la probabilité qu'elle serait ga- 
gnée parle premier joueur, et de même pour le se- 
cond. Or cette dernière prohabilité est la seule que le 
second joueur ait de gagner , tandis que le premier 
avait i dès la partie précédente : les probabilités to- 
tales sont par conséquent 

pour le 1" joueur, - -f- ^ = -^, et pour le 2*, j. 

Si donc le fond du jeu était de 64 pistoles , comme 
le suppose Pascal, le premier joueur devrait en prendre 
les ^ , ou 48 pistoles , et Vautre ^ seulement , ou 16. 
Quelque simple qu'il soit, cet exemple peut suffire pour 
montrer ce qu'il faut faire dans tous ceux qui pourront 
se présenter , et réduit la difficulté au développement 
de tous les évènemens possibles, jusqu'à celui qui amène 
la décision du sort. 
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Pascal ne poussait pas le calcul si loin , dans 
l'exemple ci-dessus ; il se bornait à chercher ce qui 
arriverait si la 4^ partie était jouée. Dans le cas où. 
le premier joueur la perdrait , les deux ayant gagné 
chacun le même nombre de parties, auraient droit 
à la moitié des 64 pistoles : « Donc s'il ne veulent point 
H hasarder cette partie.. . , le premier doit dire : Je suis 
» sûr d'avoir 32 pistoles , car la perte même me leç 
» donne ; mais pour le&32 autres, peut-être je les aurai, 
» peut-être vous les aurez ; le hasard est égal : parta- 
» geons donc ces 82 pistoles par la moitié , et donnez- 
» moi, outre cela, mes 82 pistoles qui me sont sures. Il 
» aura donc 48 pistoles et l'autre i6('^). » Ce résultat est 
le même que celui du calcul des probabilités compo- 
sées, etle raisonnement parait ici beaucoup plus simple ; 
mais il perd cet avantage dans les cas plus compliqués, 
qu'il ne résout qu'en Içs faisant dépendre les uns des 
autres, jusqu'à ce qu'ils retombent dans celui-ci. 

Fermât , qui s'occupait du problème des partis eu 
même temps que Pfiscal, y appliqua d'abord la méthode 
des combinaisons, dont celui-ci eut quelque peine à con- 
cevoir l'emploi, lorsqu'il s'agissait de trois joueurs ; et 
pour lever ses doutes, Fermât fit usage des pro- 
babilités composées (**). 

* 64. La séparation des joueurs avant la décision du 
sort , qui peut n'être qu'un objet de convenance ou seu- 
lement de spéculation , devient nécessaire dans le cas 
où le terme du jeu cesse d'être assignable, comme cela 
est possible, du moins mathématiquement, dans les 
parties jouées en rabattant (Sg). 

(*) OEutffes de Pascal , t. IV, p. 4 '3. ^ 

{^*) Ibid. , p. 43()* On voit h la page 434 » que Pascal avait aussi 
résolu le cas de trois joueurs, par sa me'cfaode' générale qu'il cite 
encoce p. 4^7 , 443« s 
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En efifet , si ]es joueurs voulaient se séparer avant la 
décision du sort , comme l'époque de cette décision est 
indéterminée , il faudrait qu'ils convinssent préalable- 
ment du nombre de coups sur lequel ils se proposent de 
régler leur partage. Je supposerai que dans l'exemple 
du n** cité, le joueur Aj ayant gagné un point au i" 
coup , propose alors la cessation du jeu ; le tableau de 
la page 100 montre que le i^'coup ayant amené l'événe- 
ment Aj il ne reste au second coup que les évènemens 
A A et ABy dontla probabilité' est >. Lepi:emier fait ga-* 
g^er le joueur A ; le second, réduisant les deux joueurs 
à l'égalité, donne à chacun la probabilité ^ de gagner, 
la même qu'il avait en se mettant au jeu. Suivant ces 
remarques, les probabilités sont , pour le i" joueur, 
î + i . ^ = I , pour le 2*, ^ . i = ^. Sî donc ils prennent 
le second coup pour régler leur séparation , le joueur A 
aiva les | de la somme déposée, et le joueur B seule- 
ment ^ ; ce qui est d'ailleurs évident, puisque le point A 
arrivé au 1*' coup , excluant les arrangemens BA et. BB 
du 2* coup, ne laisse à ce joueur que la part assignée 
par l'événement AB, 

65. La considération des. sommes éy^enlueUes^ c'est* 
à-dire dépendanteis du hasard , a introduit da^s le cal- 
cul des probabilités une expression qui mérite un exa- 
men particulier, celle ^^ espérance mathématique , par 
laquelle on désigne le produit d'une somme éventuelle 
par la probabilite.de V obtenir. C'est daiis la règle des 
partis qu'on en saisit le mieux la raison. Lorsque des 
joueurs consentent à partager le fonds du jeu avant 
que le sort en ait disposé, ils n'ont encore que des 
espérances; et cette règle accordant à chacun d'eux, 
sur la somme déposée , une partie indiquée par la 
probabilité qu'il a de gagner le tout , il était assez 
naturel de prendre cette partie pour la valeur de son 
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attente. On pourrait aussi la considérer comme ce que 
devrait lui payer quelqu'un qui voudrait prendre ^ 
place si le jeu continuait. On va retrouver ces divers 
points de vue dans la règle des paris. 

66. Premièrement , Téquation fl/== fte (6i) exprime 
l'égalité des produits formés en multipliant le gain 
qu'espère chaque joueur, par la probabilité de l'obte- 
nir : on peut donc dire que dans un pari équitable, 
les espérances mathématiques des deux parieurs doii^ent 
être égales. 

Secondement , si l'on regarde les mises de ces joueurs 
comme ne leur appartenant plus, dès qu'elles sont 
déposées, et qu'on évalue l'espérance sur la rentrée 
de la somme de ces mises, que produit le gain du 
pari , oh aura 

(a + b)e pour le i" joueur , (a + b)/'fonv le a' ; 

\ 

et à cause que be=aj* et e+y==i , ces valeurs sont 
respectivement égales aux mises a et b. On voit donc 
que la mise de chaque joueur doit être égale à son 
espérance mathématique sur la somme déposée pour 
former le fonds du jeu : elle peut être cotisidérée 
comme le prix qu'il donne pour acquérir cette es- 
pérance ; et en observant que la certitude est représentée 
par I , on aura les éqtiâtions remarquables 

(a+ b)e=a. i , {b •i-a)f=:b.i. 

Troisièmement, si l'on met l'équation afz=z be sous 
la forme 

be — cifz=. o , 

et qu'on regarde les pertes comme des sommes négatives, 
le produit — r ^ de la somme — *- a , pair la probabilité 
f du gain du second joueur, pourra entrer dans YéfBf 
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luation de Fespérance mathématique du premier, la- 
quelle se formera alors en multipliant le profit ou la 
perte que lui apporte chacun des évenemens possibles, 
par la probabilité de ces évènemens, et donnant aux 
pertes le signe — . Elle sera égale à zéro , dans le cae 
du pari équitable ; ce qui veut dire que l'état du joueur 
doit être envisagé comme n'étant pas changé par son 
entrée au jeu. 

Ce dernier point de vue semble présenter une con« 
tradiction dans les termes; car l'état indiqué par l'es- 
pérance mathématique du joueur est fictif : il n'est 
point celui qui a lieu dans la réalité. Après là décision 
du sort, Targent du joueur sera^augmen té de b ou dimi- 
nué de a y selon qu'il aura gagné ou perdu. Dans l'un 
et l'autre cas ^ son état sera différent de ce qu'il était 
avant le jeu. Gomment donc interpréter une conclu- 
sion, dans laquelle deux évènemens qui s'excluent 
l'un l'autre, semblent se compenser? par les con- 
séquences des épreuves répétées,' dont la multipli- 
€a^i(>n t tejftd sans cesse à rapprocher la distribution 
de^év^emens simples, du rapport de leurs probabi- 

'67: Cette explication, donnée par Condorcet, qui 
a le premier remarqué la difficulté, s'appuie sur des 
propositions démontrées par le calcul. D'abord^ dans 
un nombre quelconque d'épreuves , le plus probable 
des évènemens composés est précisément celui où le 
gain égale la perte. En effet, si les évènemens A et B, 
dont l'un fait gagner b et l'autre perdre a , ont res- 
pectivement les probabilités 

'•-.'■ 

m ^ n 






ou aura 
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bm — an 



be — af=L 



m + 71 ' 

et par conséquent 

bm — a/t = o , quand be — q/*= o. 

Mais dans un nombre rijn 4- n) d'épreuves , TéTène^ 
ment le plus probable , étant composé de rm ëvène- 
mens >^ et de m évènemens B (2g) , donnera au joueur 
qui parie pour A , la somme 

bmr — anr ^ 
qui s'épanouit quand on a l'équation 

bm •— an = o , ou la proportion a\b \\ m : n , 

c'est-à-dire lorsque les mises sont en raison des proba* 
bilités (61). 

68. A la vérité^ ce résultat précis ne repose que 
sur une probabilité relative; mais on peut obtenir 
une probabilité absolue , de plus en plus grande , d'en 
approcher, dans un certain sens, aussi près qu'on le 
voudra, savoir, la probabilité que le rapport du 
nombre des évènemens A au nombre des épreuves 
s«ra compris entre les limites 

m + I 7» — I 

et 



TU -}- Fl m -^ 71 

lorsqu'on embrassera r(m -f- ti) épreuves (34). 

Écrivons dans ces formules sm et ^71 à la place de 
771 et de 71 , suivant l'observation du n** 35 ; les limites 
ci-dessus devenant^ 

^771 + 1 sm. -— I 
sijn + 7i) ' s{rn -+-71)' 
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se ra[^KMrteront à des. éTènemoia composés dâAis les- 
quels il en entrera au plus rsm -f- ^ de l'espèce A 
avec rsn — - r de l'espèce ^ , et au moins rsm — r de 
l'espèce A avec rsn -4- r de l'espèce B^ Dans le pre^ 
qiier cas, le joueur qui parie pour A recevra. . . i • • 
i^rsm + r)b , et donnera {rsn — r)a : la valeur de cet 
événement composé sera donc 

{rsm -^ r)b — {rsn *— r)a = rs(mb -*- na^ - "^ \ 

Si elle est positive, ce qui anivûra quand 

, ■ a + 6 ^ 
s 

elle exprimera le gain du joueur qui parie pour A , 
et la pejrte de celui qui parie pour B. ' 

Dans le second cas,. au lieu de la valeur ci*dessus, 
on aura 

{rsm-'^ r)b — {rsn -|- r)a r=rs T mô— na— — ^-— J, 
valeur qui sera négative si 



a «4* b 
na -^ ~ > mb , 



.1 ..... 



et qui alors exprimera une perte pour le premi^ 
joueur, un gain pour le second. . ^ c , 

Quand bm^ — ân=p, tout devient égal .entre eux: 
ils ont la même probabilité de ne pas gagner et de né 
pas perdre au-delà de la somme 



rs • 



(î±*) = r(« + *). 
3* édition. 8 
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CV»t wm partie détentinée de la mise Urtfti« de duiqiK 



joueur; car si Von y remplace b par sa valeur — , 
lirae de réquaiion 

bm — a/i = o , 

« 

elle deviendra — ^ -y et la mise totale du joueur 

qui parie potit A éWat rsa(m + n} ==r Mj on aufa 

sm 

la somme gagnée. ouperdue a donc a^ec la mise totale, 

, I 

le rapport — . 

En désignant par N la mise du joueur qui parie 
pour £ f et chassant a au lieu de. A, on trouverait 

/ sn 

ce qui donne , pour le second joueur, le rapport — . 

Il suit de là que, comme on peut assigner d'abord 
au nombre s telle valeur qu'on veut, on pourra sup- 
poser aussi petits qu'on le voudra les rapports — , 

sut 

Y • * ■ ■ . 

— ; et prenant ensuite poiMr r de* nottitbiteâ ^ plus en 

plus considérables , on obtiendra une probabilùé dû 
plus en plus grande j^ que la somme perdue par. Vun 
quelconque des joueurs , et gagnée par Vautre, ne sur^ 
passera pas une fraction donnéûy et aussi petite qu'on 
le voudra, de leur mise totale. 



DES PROBABILITÉS. I iS 

69. SappMons tnaintenant qne l'ëqttatioti. . . . . . 

bm -^ on = o n'ait pas lieu, mais que Tespërance du se*- 
cond' joueur l'emporte sur celle du premier : posons, en 
conséquence , <i/t =s èm -j-c; il en résultera , dans le 
plumier cas , 



rs 



(-'+^){ 



gain du 
perte du 2*, 



i** joueur; 



et dans le second cas^ 



rs 



i'+'-^) \ 



joueur, 



perte du 1' 
gain du a*. 

On voit par ces expressions, que le gain du i*^' jou^ipr 
se change en perte, et la perte du a^ en gain, dès 

que c > : le ï*' joueur perdra donc dans toute 

l'étendue dés limites assignées auxévènemens compo- 
sés , tandis que le 2* gagnera toujours entre ces mêmes 
limites. Or le nombre ^ pouvant être pris aussi grand 
qu'on- Toudra , il s'ensuit que quelque petite que soit 
bi différente qu'on établisse entre les espérances ifia^ 
thémêiUques de deux joueurs, on pourra , en mùl-^ 
tiplianl le nombre des épreu\*es , obtenir telle proba^ 
bilité qu'on voudra^ que le joueur favorisé sera iOMJéur^, 
en gain, et Vautre toujours en perte. 

Cette dernière proposition me parait bien suffisante 
pour fonder la règle du pari équitable, et fixer lé sens 
que l'on doit attacher à Tespérance mathématique ; 
elle prouve la nécessité de faire entrer la répétition 
des hasards dans l'appréciation des pertes et des gains 
qu'ils amènent, et justifie complètement Fassertion 
qui termine le n** ^o (*). 

C^} GoDdorcet ajoute encore les considérations suivantes , qui ne, 
sont pal) moins curieuses. 
Dans le développement de (m-H>}''('"'^'*), la somme des termes qui 

8.. 
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70. Je n'ai encore considéré que deux évènemcns 
possibles à chaque épreuve ; mais on applique Vespé^ 
rance mathématique à l'évaluation de tous les genres 
de hasard. Soit , par exemple ^ un dé à & faces , 
marquées depuis 1 jusquà&,pour V apparition de cha* 
cune desquelles un joueur s'engage à donner à celui 
qui jette le dé , autant de francs quelle contient de 
points ; on demande la sofnme que ce dernier doit 
mettre au jeu? L'espérance mathématique de celui-ci 
se forme en ajoutant celles que donnent tous les évè- 
nemens possibles , et qui sont égides au produit du 
nombre de points marqués sur les diverses faces, par 
la probabilité \ d'en amener une quelconque : le ré- 
sultat est 

et par conséquent la n^ise cherchée (66). Aucun évé- 
nement ne rapportera pi^'écisément cette somme ; mais 
elle est la mojrenne ( ou elle tient le milieu ) entre 
celles que le second joueur retire par les gains, et celles 



ffréèèdént le plus grand, celnî qui est affecté de m*'**»*'*, comparée 
à la valear totale da développement, tend sans cesse vers Je rapport 
I; il en est de même de la somme des termes qui suivent ce plas 
Çrand. Les premiers répondent aux évènemens qui font gagner le 
joncnr pariant pour A , les autres aux évènemens qui font gagner 
son adversaire, lorsque leurs espérances mathématiques sont égales, 
et fieulement dan8.ee cas : ' il s'ensuit donc que dans ce cas seule- 
ment, les probabilités de gnin tendent &. devenir égales pour chaque 
joueur, & mesure que les épreuves se multiplient. ( Essai sur la 
probabilité des décisions, etc. , p. 1 45.) Les bornes dans lesquelles 
je me suis proposé de resserrer cet Ouvrage , ne me permettent pas 
de rapporter la démonstration de la proposition ci-dessus } mais 
on en trouvera du moins des exemples numériques dans la note de 
la page ^J\ 



/ 
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qae lui laissent les pertes ; ç'est-à-dtre que les unes 
sont autant au-dessus que les autres sont au-dessous. 
En effet , il éprouvera, sur les points 

I, 2, 3, les pertes 2^*'* -, \f^* -, - *, 

2 2 2. 



et sur les points 



4, 5, 6, les gains - , i/^' -, 2/''* -; 

2 2 2 



les unes compensent les autres. Pour le premier joueur, 
ce serait la inéme chose, mais dans Tordre inverse. 

De plus, cette valeur moyenne est celle qui ne pro- 
duit ni perte ni gain , pour TeVènement composé le 
plus probable dans les épreuves répétées , puisque cet 
événement répond au tenue dont les exposans sont 
proportionnels aux probabilités des évènemens sim^ 
pies (54). 

7 1 • Cette compensation ne peut être considérée que 
comme un état fictif résultant de Timpossibilité d'assi- 
gner de quel câté sera le gain, lorsque le jeu est égal ; 
car il faut bien remarquer que si le calcul montre que, 
dans ce cas , les rapports des pertes aux mises totales 
des joueurs, sont renfermés dans des limites de plus en 
plus resserrées (68) ; il ne s'ensuit pas la diminution de 
la valeur absolue de ces pertes, mais, au contraire, son 
augmentation, puisque la somme r(a-|«&) croit sans cesse 
avec r. Aussi, en ne considérant que le résultat général du 
jeu, sans s'arrêter au sort de l'un des joueurs en particu- 
lier, on trouve sans peine cpj! il jr aune probabilité tou- 
jours croissante, que la perte surpassera une somme 
donnée, quelque considérable que soit cette somme. 

Pour y parvenir» supposons d'abord que les pro- 
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babUité9 desérènesxitxks simples spiant égales; prenons 
en conséquence le développement de (e +/)^^ repré- 
sentons par fce^lff le terme qui en occupe le mi- 
lieu ; enfin , joignons à ce terme un nombre q de ceux 
qui le précèdent, et autant de ceux qui le suivent, Nous 
aurons une expression de la forme 

et indiquant les évènemens où la différence entre le 
nombre des parties gagnées etcelui des parties perdues 
ne s'élèvera pas à plus de 29. Or, cette probabilité 
comprenant 2 j^ -f" i termes , ira sans cesse en décrois^* 
santy si le nombre q reste le même, tandis que le 
nombre p augmente (3a) , et par conséquent , la pro- 
babilité contraire , qui est formée du reste des termes 
du développement de (e +J'y^f s'approchera de plus 
en plus de Tunîté. 

Il suit évidemment de là, que si^Ton désigne la 
mise de chaque joueur par a, et que sa fortuite ne sur- 
passe point nqoy il existe un nombre^, donnant une 
probabilité aussi grande que l'on voudra^ que la perte 
résultante du jeu s'élèvera à plus de nqa , et qu'ainsi 
l'un des joueurs finira par être ruiné, quoique le jeu 
soit égal; seulement la probabilité de cette ruine 
sera la même pour un joueur que pour l'autre , parce 
que les termes qui les expriment dans le développe- 
ment de (e +/)*' sont identiques. 

Quand les probabilités des évènemens simples sont 
inégales, il faut employer l'expression 

(m -f- n)<''»'^«3 ^ ' 

dont les termes extrêmes répondent à une perte 
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marquée par 

(^rm + y)6 — (m — q)a = q{a -f- *), 

à cause que rmb — ma = o (67). 

Prenant alors q{a + b) pour Texpresaion de la for* 
tunè de chaque joueur, on pourra trouver encore, 
comme ci-dessus, à caut« de rinTariabilité du nombre f , 
une probabilité de plus en plus grande , que le jeu suffi- 
samment prolongé occasionera à l'un des joueurs une 
perte égaleà y(û+ô), et le ruinera par conséquent (♦). 
Lorsque le jeu est inégal, alors la répétition des 
épreuTes tend sans cesse à raccumulatian dea plut 
petits avantages, dont, comme on Ta vu dans le 
n** 6g , la probabilité croît sans cesse , et peut 4trft 
portée aussi près de l'unité qu'on le voudra. Aussi 
Texpérience prouve-t-elle chaque jour que les banr- 
quiers qui se chargent de tenir un jeu de pur hasard , 
moyennant certains avantages sur les chances , , s« 
procurent un bénéfice assuré , dès qu'ils ont des fonds 
suffisans pour faire face h quelques évènemens trop 
défavorables qui peuvent arriver de temps à autre. 

92, Le succès des loteries est de ce genre t il e9t 
fondé sur ce qu'elles ne rendent pas à ceux qui y mettent 
(oa aux/ioiue^)» le gain correspondant aux risques qu'ils 
courent ; la disproportion est le plus souvent considé* 
rable, et augmente à mesure quêtes probabilités de 
succès diminuent, ainsi qu'on va le voir dans la loterie 
de France. 



(*) Ici lei probaUKt^ ne iont pas exactement lep mêmes poar 
chaque joneur j mais, saivant l'indication donn<fe dans la noie de la 
page ii5, elles teodront sani cesse à devenir égales, en s^appro- 
chaat de 7. , 
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\é extrait simple, ou la sortie d'un seul DOinéro, ne 
rend que 1 5 fois la mise , quoique sa probabilité n'étant 

que -g (4^) f il devrait produire un gain égal à 17 fois 

la mise, et rendre par conséquent 18 fois cette mise: 
l'espérance mathématique du banquier excède donc 

ici de -7t as « celle des pontes. ^ 

L'extrait déterminé, ou la sortie d'un seul numéro, à 
une place marquée du tirage, la première, par exemple , 
ne rend que 70 fois la mise, pour une probabilité égale 

à — : l'avantage du banquier, sur ce hasard, est' 

, 20 a 
donc — = -. 

90 9 
Uambe, ou la sortie, dans le même tirage, de deux 

numéros désignés, ne rend que 270 fois la mise; mais 
90 numéros, combinés a à 2, produisant S.— ^s^ooS 

ambes, et les 5 numéros d'un tirage -^= 10, la pro- 

habilité de la sortie d'un ambe est ^ — 7 ; la probabilité 

contraire, ^^ • le gain du ponte devrait donc être 



3995 _ 



10 



3gg,5 fois la mise ; l'avantage du banquier est 



par conséquent 



10 i3o5 29 



(3ô9,5-a69)^ = ^ = ^ 

Uambe déterminé, ou la sortie de deux numéros 
désignés, dans une place donnée du tirage, ne rend 
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que 5too fois la mise. Gomme il 8*agit ici desarran- 
gemens a à 2, et non pas des combinaisons, les 
90 numéros produisent 8010 ambes de'termine's ; 
de plus j la place e'tant fixée dans le tirage , la pro- 
babilité d'un ambe déterminé sera par conséquent 

^ , la probabilité contraire g — ^ : le gain du ponte 

devrait donc être 8oog fois la mise ; l'avantage du 
banquier est par conséquent 

(8009- 5099) g^=gi. 

Le temey ovL la sortie, dans le même tirage, de 
trois numéros désignés , ne rend que 55oo fois la mise ; 
mais 90 numéros, combinés 3 à 3, produisant 

8-— 2-_=nij^8o ternes, et les 5 numéros du tirage 

5*4.3 

— =^- = 10 , la probabilité de la sortie d'un terne est 

1.2.3 '^ 



10 



Ï7^48^ - 77^8' ^ P™!»^^"'^ contraire, ii^g : 
le gain du ponte devrait donc être 11747 fpis l^ mise,; 
l'avantage du banquier est par conséquent 

. / ^/ V ï 6248 '4^ 

Le quaierney ou la sortie , dans le même tirage, 
de quatre numéros désignés , ne rend que 76000 fois 
la mise ; mais les 90 numéros , combinés 4 à 4 9 P^<>~ 

duisant ■ ' o / ' = 2555 190 qua ternes , et les ^5 

5.4.3.2 
numéros du tirage , ' ' -rss 5, la probabilité de 
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5 I 

la sortie d'un quaterne est -=^^ = = rr; , la pro- 

^ a555i9o 5tio38' ^ 

babîlité contraire, -s ~ : le gain du ponte devrait 

donc être Si 1087 fois la mise ; l'avantage du banquier 
est par conséquent 

,1-0 / X " 436088 2 180 19 

(5uo37~74999) 377^38*571^ = 5555Î5' 

On pouvait mettre autrefois sur le quine, ou sur la 
sortie , dans le même tirage , de cinq numéros dési-* 
gnés, qui ne rendait que i oooooo de fois la mise ; 
mais les 90 numéros, combinés 5 à 5^ produisant 

qO.8Q.88.87 .86 f-i r nr% * ^ i «- 

a / ^ — = 4^ 949 2"^ qujnes , et les 5 nu- 

méros du tirage, 1 , la probabilité de la sortie d'un 
. quine était donc . . ■ ^^ , la probabilité contraire, 

ro ' / Trk : le gain du ponte aurait donc du être 
43949268 , 

43 949 267 fois la mise; l'avantage du banquier étaût 

par conséquent 

(43 949 267 - 999999) p^^ = I^^S' 

. 42 

et suipassait jx. 

On a supprimé cette manière déjouer, dans 'la* 
quelle la difficulté de gagner était si grande , qu'elle 
devait rebuter presque tout le monde. Pour s'en faire 
bientôt une idée, il suffit de considérer qu'en faisant 
2 tirages par mois dans 4 villes différentes, ce qui don- 
nerait 96, tirages dans un an, il faudrait plus de 
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457804 ftns pour que tous les quioes fussent sortis, 
en supposant encore qu'aucun ne se fût répété pendant 
cet immense intervalle. La sortie de tous les quaternes 
exigerait, dans la même hypothèse, plus deSSaS ans : 
on trouYerût bien autre chose encore si , par la for- 
mule du n^ 57 , on cherchait le nombre de tirages qu'il 
faudrait embrasser pour obtenir la probabilité { de ga- 
gner un quine ou un qiia terne. 

4 

t 

73. Il ne faut pas croire pourtant que le gain du ban- 
quier, à la loterie, soit aussi démesuré que le montrent 
les calculs précédens. Pour que la grande dispropor- 
tion établie entre la mise et le gain produisit infaillible- 
ment son plein e£Pet , il faudrait que toutes les combi- 
naisons des numéros fussent jouées avec des miseségales; 
mais c'est ce qui est bien loin d'arriver. Les mises par 
extrait, qui sont les plus nombreuses, se distribuent 
très inégalement entre les 90 numéros , selon la date 
dç leur dernièi^ sortie , ou d'après des rêveries supers* 
titieuses ; aussi l'administration de ta loterie, qui crai- 
gnait la sortie d'un numéro trop chargé de mises, s'était 
réservé le droit de le fermer , c'est-à-dire de ne pas 
recevoir les mises qui seraient faites sur ce numéro ; 
mais une longue expérience l'ayant bien rassurée sur 
cette crainte , elle ne met plus à présent de restriction 
à la volonté des pontes; seulement, comme autrefois, 
elle fait vendre des billets arrangés d'avance , afin de 
répandre autant qu'il est possible les mises sur toutes 
les combin^sons. Cependant il n'est pas nécessaire que 
le partage des mises approche beaucoup de l'égalité, 
pour mettre le banquier hors de perte : c'est ce dont on 
peut se convaincre , en considérant ses avantages sous 
le rapport des recettes aux dépenses dans chaque tirage. 

Si toutes les mises par extrait étaient les mêmes ,^ 
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un tirage liii coûterait 5x 1 5 mises, ou ^5 mises; 
s'il eu avait reçu 90 , il aurait un bénéfice assuré de 
i5 mises , et il serait au pair s'il y avait eu seulement 
75 numéros placés. Faisant le même calcul sur les 
autres manières de jouer les numéros , oh verra l'ex* 
cédant de la recette sur la dépense augmenter d'uoe 
manière si rapide, que lé pair est atteint bien avant que 
toutes les combinaisons ou les arràngemens soient 
remplis. 

Au reste, les profits bien constatés de la loterie, 
pendant une longue suite d'années, les pertes et les 
désordres, mallieureusement aussi bien constatés , dont 
elle a été la cause, pour une multitude de gens de 
toute profession, enivrés par ses espérances trompeuses, 
parlent encore plus haut que les calculs précédens, 
contre la faiblesse qui fait hasarder dans un jeu aussi 
inégal , un argent dont on pourrait faire un usage pro- 
fitable autant à l'amélioration des moeurs qu'aux avan- 
tages physiques des hommes, en le plaçant à des caisses 
d'épargnes solidement établies, sagement a4ministrées, 
où recueillant le» petites économies de l'ouvrier labo— 
rieux et du domestique fidèle , on leur prépare des 
ressources assurées pour le temps de la vieillesse et des 
infirmités. 

Ceux qui veulent absolument se bercer d'espérances 
frivoles, ont retourné de toutes les manières-les com- 
binaisons que présentent la constitution de la loterie 
et les tableaux des numéros sortis depuis son établis- 
sement , afin d'y chercher un moyen de trouver son 
côté faible. Ce qu'ils ont pu faire de moins déraison- 
nable revient à déterminer des progressions de mises 
croissant de manière qu'un événement heureux dont 
la probabilité serait assez considérable , pût couvrir 
la perte passée ; mais par ce moyen on ne saurait 
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arriTer à une probabilité un peu grande d'obtenir 
un gain même très faible, qu'en exposant une somme 
assez forte , pour que sa perte entraînât de bien plus 
gravés inconye'niens que le gain ne pourrait donner 
d'avantages. Les pontes qui ont peu de fortune ne 
sauraient suivre de semblables jeux, ce qu'on ap- 
pelle faire la martingale , sans se gêner ou s'obérer, 
et sont souvent forcés de les abandonner en perdant 
tout ce qu'Us y ont exposé. Quant aux gens riches, 
ils peuvent faire de leurs capitaux un emploi bien 
plus avantageux , en se livrant aux améliorations de 
l'agriculture, au perfectionnement des arts, au déve- 
loppement du commerce. Dans cette espèce de jeu, 
dont on peut dire que la nature est le banquier, parce 
que sa force reproductive en fait le fonds , les pontes 
sages et éclairés augmentent leur fortune, en procu- 
rant à la société un accroissement de bien-être {^), 

De Vespérance morale. 

74* ^c n'est passeulement à un j eu inégal qu'un homme 
sensé ne voudra point exposer une somme un peu forte, 
dans l'espérance d'un petit gain très probable : il pen- 
serait encore ainsi , quand même les conditions du jeu 
seraient égales ; mais il se déterminerait au contraire 
aisément à risquer une faible somme, pour. obtenir 
un gain considérable et d'une probabilité fort petite. 



{*) Les jenx publics sont anssi une aotre source de mine, parce 
qu'ils sont tenus par des banquiers qui ont un avantage constant suif 
toutes les mises : tel est celui du trente-et»un ou trente-et-qua' 
rante, M. Poisson, dans le Mémoire déjà cité {p. jo3), a donné, 
pour la première fois, Pexpression exacte de l'avantage du banquier. 
Les principaux résultats de ce Mémoire se trouvent dans le tome XIII 
des Annales de Chimie et de Physique, p. 178. 
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L'un et l'autre de ces cas peuvent nëaommns répondre 
A la même espérance mathématique , puisque l'éipia- 
tion be=zaf(66) subsistera toujours, si ^dans chacun de 
ses membres l'un des facteurs diminue dans le même 
rapport que l'autre augmente. Par exemple, le pari 
dans lequel û= ioooo, ft=ro, etssi^, /=T3Tr> 
quoique équitable, serait-il tenu par un homme de bon 
sens, ne possédant qu'une très petite fortune? Courrait-il 
le risque de perdre lOooo francs pour gagner lo francs, 
quoique les probabilités soient en raison inrerae de 
ces sommes? Non sans doute : l'appréciation morale de 
l'érènement difiere donc ici de son évaluation ma^ 
thématique. lia cause en est dans la disproportion 
entré les conséquences d'une perte qui diminuerait 
considérablement la fortune du joueur, let celles 
d'un gain qui n'y apporterait qu'une très légère aug- 
mentation •. 

Il est incontestable que la valeur absolue d'une 
somme d'argent n'est pas toujours la mesure précise 
de son importance : elle doit le plus souvent s'es- 
timer d'après les privations que sa perte impose, ou les 
jouissances que son gain procure , ce qui dépend de 
l'état de la fortune de celui qui doit la perdre ou la ga- 
gner; mais comment introduire cette considération 
dans les calculs? Quelle proportion convient-il d'éta- 
blir entre le bien possédé et les sommes éventuelles? 
Quelle formule, satisfaisant à toutes les conditions du 
sujet, doit être substituée à celles del'espérance mathé- 
matique ? Enfin convient-il d'abandonner cette appré- 
ciation des évènenatens incertains? C'est ce que je vais 
examiner successivement. 

^5. Pour donner des bases â l'estimation relative 
des pertes et des gains , il paraîtrait d'abord iudispen- 
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Mtbk de daster Ids objets de dépenses suivant lenr 
degré d'atilitë; mais il serait bien diffieile de former 
de cette manière un tarif avoué par tout le monde. 
Les aises , le superflu même , auxquels on s'est habi- 
tué , sont souvent regardés comme faisant partie du 
tiécessaii^ ; et chacun en établit les rapports selon ses 
dispositions et ses goûts. On ne Voit donc dans Tidée 
de pértê et de gain relatifs, que le plus ou le moins , 
sentis d'une manière vague qui laisse absolument indé* 
terminée la loi d'accroissement et de diminution de 
leurs nq^ports d'importance ; en sorte qu'il n'y a d'autre 
moyen d'y appliquer le calcul , que d'établir une hy po^. 
thèse, pour en faire l'épreuve par la comparaison de 
ses conséquences avec ce qu'indique le simple bon sens, 
procédé qui ne saurait mener à des résultats précis, 
mais conduit seulement à distinguer le plausible de 
l'absurde. 

Ce qui se présente de mieux , au premier coup d'œil , est 
de prendre pour mesure de l'importance d'une somme 
ajoutée à un bien quelconque , le rapport de l'une à 
Fautre, et d'admettre en conséquence que l'hommeT 
qui possède looo^''. , et qui gagne ioc/''% en reçoit un 
avantage éffX à celui que procure un gain de i oooo/''* 
au possesseur de looooo^''', ou le gain de i-^''*àrhomme 
n'ayant que lo^'* 

Dès qu% l'on fa^it entrer dans l'appréciation des 
sommes éventuelles, la considération du bien antérieu- 
rement possédé, la même somme acquiert plus d'im- 
portance lorsqu'on la perd que lorsqu'on la gagne. £n 
sfiet , le joueur qui , possédant looo^''*, va risquer une 
somme de loo^'*, s'expose à perdre la lo' partie de 
>on bien \ l'importance de cette somme pour lui est 
'^présentée alors par 7; ; ™aî> *'^^ ^ g^(>« > conime 
il aura 1 100^'* , la même somme de 160^ ne sera plus' 
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que -7 de sa fortàne : elle aura par conséquent diminné 
de valeur morale. Buffon y qui a proposé cette hypo- 
thèse^ en conclut que le jeu le plus simple et le plus 
égal, celui dans lequel deux persounes qui possèdent 
autant de bien Tune que l'autre , ont en leur faveur un 
nombre égal de chances , entraine toujours une perte 
absolue d'aisance , puisque l'événement diminue plos 
le biçn-étre du perdant qu'il n'augmente celui du ga- 
gnant. Dans l'exemple ci -dessus, l'estimation de 
cette perte serait -^ — -jY=7f5 ; dans celui de Buffon, 
la somme éventuelle étant la moitié de la fortune des 
joueurs , les valeurs morales de la perte et du gain sont 
exprimées par î et ^ , dont la différence est ^ {*). 

£n général , soit a le bien antérieur , et « la somme 
éventuelle ; l'importance de cette somme sera expri- 
mée par 

a A. 

-, comme perte. — ■ — , comme gam, 

et la différence par -; — ; — r. 

"^ a{a + fit) • 

Ceci conduit naturellement à chercher la valeur de 

la perte d'une importance équivalente au gain ce. Soit 

X cette perte ; on aura 

X et ., , CA « 

- = — ; — , d ou X = 



a û + et a -4-«t . * 

1 +- 

On voit par la dernière expression de x , que sa va- 
leur approchera d'autant plus de a , que la fraction 



i(*) E9sais d* Arithmétique morale y p. 69 da t. lY da Suppléa 
ment do rEistoire naturelle fp^ïùonïn-^*^ 
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MM 

- sera plus petite ; en sorte que le gain et la perte 

ne peuvent être d'égale importance que lorsqu'ils sont 
infinittient petits par rapport au bien antérieur. 

76. C'est dans cet état que Daniel BernouUi les con- 
sidère d'abord , et suppose que leur valeur morale ou 
leur importance , qu'il désigne par le mot latin emo» 
lumentum, est en raison inverse du bien antérieur (*). 
Il conçoit ensuite qu'un bien quelconque est produit 
par l'accumulation d^un nombre infini de petits ac-» 
croissemens dont chacun y ajoute un degré d'impor-' 
tance proportionnel à son rapport avec le capital déjà 
formé. La somme de tous ces degrés compose l'impor- 
tance ou la valeur morale de la somme produite ainsi. 
£n désignant par a les petits accroissemens du capi* 
tal, par a, dy 0*^ €^y,,,x^ ses valeurs successives, et 
par k un nombre constant , l'importance du capital x 
sera exprimée par la suite 



a 



ket 1^ ^* j^ ^* _, ^*. _, 

-— - -^ ^-7- -7- --^ -|- -^. . • • • -^ --- - y . 

a a . a a X — <t 

dont la somme, lorsqu'on suppose a inÛniment petit^ 
s'obtient avec la plus grande facilité par le calcul inté- 
gral.' (^ojrez la note III. ) Avec ce secours, on trouve 

^ 1 ~ pour la mesure de l'importance cherchée. 

Pour s'assurer que cette mesure remplit la condition 
demandée , il suffit de connaître le développement du 
logarithme en série (voyez le Complém, des Èlém^ 
d Algèbre) ; car si l'on suppose que x se change en 



(*) Commentarii Aeademiœ Petropolitanœ ^i. V, p. 175* 
3* édition, 9 
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X -|- tf , rexpression 1 -, devenant If^-^^ \ s'accroîtra 
de la quantité 

'>(^)-"==»'m=*'0+î) 

= i\- —^ + ô-^ — etc. > , 

tandis <pie la suite pose'e plus haut s'augmentera du 

kùt 
terme — ; et ces accroissemens approcheront d'autant 

plus de Tegalité , que et sera plus petit. 

Le diviseur a désigne ici un bien primitif au-dessous 
duquel ne saurait tomber la valeur de x^ qu'on ne peut 
pas supposer négative; car, comme le remarque 
Bemouili , il n'y a que l'individu mourant actuelle- 
ment de faim, duquel on puisse dire qu'il ne possède 
rien absolument. « Celui qui se procure en mendiant 
n une somme annuelle de lo pièces d'or, n'en accep- 
» terait pas 5o , Sous la condition de renoncer à ce 
I» moyen de gagner sa vie, aussi bien qu'à tout autre. II 
» en est ainsi de ceux qui ne vivent qu'en empruntant. 
» Pourraient-ils s'interdire à jamais cette ressource , 
i> moyennant une somme plus considérable même que 
» celle qui les libérerait de leurs dettes ? Si donc le 
» mendiant et l'emprunteur ne veulent pas renoncer 
» à cette sorte de profession , lé premier, à moins d'un 
» capital de i oo pièces d'or, et le second , , à moins 
n d'un capitaLl de looo, nous regarderons l'un comme 
w riche de loo pièces, et Vautre de looo, quoique, 
M dans le langage ordinaire , on dise que l'un n'a rien, 
M et l'autre moins que rien. » En général, le bien pos-' 
sedé par un individu est au moins représenté par la 



v 
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^ubâstanee qu'il tire de l^etnploi de te force et de son 

industrie f et ne s'anéantit qu'aVec la Tie< 

« 

77. Si nous représentons par j* Fimportance duca'* 
pîtal x^ et par jr' celle du capital x\ nous aurons 

y— r=Jtl-~Jtl-=itlî'. 
^ "^ a a X 

Supposons maintenant} comme dans le n^ 7^^ que A 
soit un bien et a une somme éventuelle quelconques ; 
en posant x ^sz a^ x' ^sa& a -}- a et :/ a^ a «^ a*, Y\ta* 
partance de la somme a sera exprimée par 

k 1 , comme gain , k 1 , comme perte , 

et négative dans le dernier cas. 

Pour déternûner la perte x dont l'importance sef âît 
égale à celle du gain a ^ ^nous considérerons qu'il £^agit 
ici de la v&leur absolue de cette importance, indépeni* 

damment du signe ; et comme k\ est unev qtian- 

tité négative, nous poserons 

— ^1 = k I — - — 4 d ou - ■ ' -- ' 

a a a — x a 

aA 

et ^=r"T^ — • 

tf -f- et 

Cette valeur est la luétnè que celle qui résulte de riiy« 
pothèse de Buffon, quoique d'ailleurs cette hypothèse 
fasse éroitre bien plus rapidement que celte de Bernottlli 
l'importance des pertes. Ainsi deux hypothèses, fore 
éloignées l'une de l'autre , satisfont donc aux seules 
conditions que le sujet impose au premier coup d'œil, 
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savoir, celle de diminuer le prix des sommes. ëTcn* 
tuellesy à mesure que le bien antérieur est plus consi- 
dérable^ et de donner plus d'importance à la perte 
qu'au gain. On pourrait trouver une infinité d'autres 
bypo thèses qui en feraient autant; mais celle de Ber- 
noulli paraît la plus plausible, parce qu'elle descend 
aux élémens mêmes dont se forment les capitaux , et 
que c'est en effet par les très petites sommes qu'on peut 
perdre ou gagner avec indifférence , que le sentiment 
, commun fait apprécier les divers états de fortune. 
«< Il s'embarrasse, dit-on, de perdre un^cu, comme moi 
>» de peirdre un sou. » C'est t:omme si l'on disait : « Un 
» écu est à sa fortune ce qu'un sou est à la mienne. » 

78. Aux Vjaleurs absolues des sommes attachées à des 
évènemens incertains , Daniel fiernoulli substitue les 
valeurs morales, ou l'importance des capitaux résul- 
tant des modifications que ces évènemens apportent 
' à la fortune du joueur. Si , par exemple, des évène- 
mens dont les probabilités sont e ^fjgj doivent pro- 
duire des sommes « , /S , ^ , et que a désigne le bien 
antérieur, au lieu de l'espérance mathématique 

««+//3 + gy(66), 

on prendra 

pour la valeur morale de la fortune du Joueur qui 
attend ces évènemens. C'est là ce que Bemoulli nomme 
la mesure du sort {mensura sortis) , et ce que Laplace- 
appelle fortune morale (*) , par opposition à la for- 

III I 11^— *i— 1 1 II I I II ■ I »■ I ■ ^——i — iiiii I I I 

(*) Théorie analytique des Probabilités , p. 453 • 
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iune physique , c'est-à-dire à la valeur absolue du ca*- 
pital ayant une importance équivalente.' En désignant 
ce capital par Xj on aura 

r=*l~, d'où X=:(a + A)'(a-f.i8)/(a+y)^ 

à causé que e +/'4^g=z i (la). 

Si l'on cherchait l'équivalent du gain ou ce que 
Laplace appelle espérance morale, il faudrait faire 
J¥'=a-|-x, ce qui donnerait 

a: = (a-f rt)' (a +i8)/(a + y/— a. 

En développant lès puissances et les multiplications 
indiquées dans le second membre, et se bornant aux 
termes où les^sommes éventuelles et, fi y y ne s'élèvent 
qu'à la première puissance , on trouvera 

ce qui. se réduit à 

^== ca +ffi+gyy 

puisque e +/-+• §-= i , e +f+g— i = p. 

Ce résultat , le même que l'espérance Tnaihémaiiq^e,. 
montre que V espérance morale a sensiblement la même 
valeur , lorsque les sommes éventuelles sont très pe- 
tites par rapport au bien antérieur ; conséquence qu'il 
^ne faut pas perdre de vue , et qui suit également d(e 
toutes les hypothèses qu'on pourrait faire sur Timpprr 
tance des sommes éventuelles. 

Voici les principales applications que Daniel BernouUi 
fait de sa formule. 

;}9. Premièrement , il cherche le sort d'un joueujr 
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posflédaDt loo pièces, et ayant la probabilité î d'en ga-^ 
gner ou d'eo- perdre 5a. Dans ce cas, 

<? = i, /=i, ^ = 0,^=100, rt = 5o,^=:~5o; 

il vient 

1- i 

Jîrs=(ioo + 5o)* (5o)* =yâD.iâ0K87s 

ce joueur, aurait donc i3 de perte sur son état pri« 
mitif ; elle se^ réduirait à 6, si Ton faisait a = aoo. 

8o. Dans la seconde question , BernouUi suppose 
qvCon demande à un négociant une ^omme de ^o pièces 
pour lui garantir {ou assurer) le prix de marchandises 
dont la valeur s^ élève à loooo pièces , et qui, devant 
être transportées p€ir mer, seront exposées à un risque 
de perte dont la probabilité est ^ j convient-^il à ce 
négociant d accepter le marché qtion lui propose? Pour 
en juger, comparons les valeurs physiques de la fortune 
dé ce négociant , lorsqu'il court les risques du trans* 
port , et lorsqu'il accepte la garantie (ou V assurance) 
qui lui est offerte. Désignons toujours par a le bien 
qu'il possède^ ouU*e les marchandifes énoncées dans la 
qu^tàoii , et' faisons 

' ao' '^ 20* 

rexpression générale de X donnerâ , pour le pre- 
mier cas, 

Il JL 

(a+iQooo)'''a*% 

et a 4- 9200 pour le second , dans lequel il y a une perte 
certaine de 800 pièces. Donc, selsn que 
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13, JL 
(û+ ioooo)**a'* «^ ou >. a-f- gaoo, 

la garantie proposée donnera un avantage ou un désa- 
vantage luoral au négociant. 

De là résulte une détermination de a ou du bien 
qu'il doit posséder, pour pouvoir rejeter cette assu- 
rance y et ce sera la valeur de a qui satisfera à 
l'équation 

(il -f- toooo)*** «•• = <i -f- 9200, 

puisqu'elle est la limite qui sépare l'avantage du désa- 
vantage. Cette' équation, traitée par rapport à la lettres 
^suivant les procédés indiqués pour résoudre par ap-- 
proximation les équations numériques , donnera 
a = 5o43. Tant que le négociant possède moins que 
cette somme , la formule de Bemoulli lui prescrit de 
faire assurer ses marchandises. 

Il n'en est pas de cette formule comme de celle de 
l'espérance mathématique ; les conditions n'y sont pas 
les mêmes pour chacun des joueurs ; aussi pour com- 
pléter la solution du problème qui nous occupe , Ber- 
nouUi cherche-t-il le bien que doit posséder celui qui 
offre la garantie (ovkV assureur). En désignant ce bien 
par by ou trouvera que la valeur physique de la for- 
tune de l'assureur est , par suite de sa spéculation^ 

Il a- 

{b + 8oo)*^ (b — 9200)" ; 

et l'égalant à ^ , on aura l'équation 

(b + 800)^ (b — 9200) " = A , 

qui doit déterminer la valeur de b , au-dessous de la* 
quelle l'assureur aurait tort de se livrer à la spéculation 
qu'il a entreprise : cette somme est 14243 pièces. 
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Il faudrait qu'il eu possédât au moins agS'^S , pour 
pouvoir ne demander au négociant que 600 pièces au 
lieu de 800 , les risques demeurant les mêmes ; et 
celui-ci aurait tort de rejeter l'offre , tant que son bieu 
ne s'élèverait pas à 20478' pièces. Ces noniibres se dé- 
terminent comme les précédons, eu substituant seule- 
ment 600 à 8oo. 

81. En se bornant à chercher la valeur de l'es- 
pérance mathématique , pn trouve qu'il est indifférent 
de risquer une somme dans un seul hasard , ou de la 
partager entre plusieurs hasards ayant la même proba-r- 
btl i té que celui-ci ; par exemple, de la placer sur un 
seul vaisseau, ou de la répartir entre plusieurs, lorsque 
)e risque de perte est le même pour tous ces^ vaisseaux. 
En effet, a désignant cette somme, r le nombre des 
vaisseaux , dont , sur m -f- n , il s'en perd n ^ toutes les 
chances de leur arrivée seront comprises dans la formule 

(m 4. nV = m» + C m^-»7i + ^^îl^I^ m'-^n» 

I '1.2 , , 

r(r— i)(r — 2) ". . , , ^ 

H —^ — ' mr-^n^ -f- etc. 5 

* 1.2.3 ' 

la mise a étant partagée entre les r vaisseaux , Tart- 

rivée de tous ces vaisseaux vaudra une somme — ; celle 

r 

de r— I, une somme (r— i) -, et ainsi de suite. Mul- 
tipliant donc par ces sommes , les termes qui leur corw 
respondent , on verra sans peine que le produit revient à 

ma (îW-' 4. ^'J m'-^n + ^'^'^^'^~^^ m'^-3|i^+etc.) 
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et divisant par (m + 71)% il en résultera — pour 
* m-f-7i "^ 

l*e«përance mathématique , de même que si l'on n'avait 
considéré qu'un seul vaisseau. , 

Quand on s'en tient à ce premier aperçu , sans faire 
entrer en ccHisidération la plus ou moins grande pos- 
sibilité de répéter les épreuves , la formule de BemouUi 
paratt plus d'accord avec l'opinion commune, qui porte 
à diviser les sommes aventurées. Pour le montrer , il 
détermine successivement le sort d'un marchand qui, 
possédant 4000 pièces, et attendant par mer pour 8000 
pièces de marchandises, faittJiai^er ces marchandises, 
soit sur I , soit sur 2 vaisseaux, dont la probabilité d'ar- 
rivée est -^^ Dans le premier cas , la valeur physique 
de la fortune de ce négociant est 

/ . ! 

g I 

(laoco)'" (4000)*** = 10751. 

Le second, offrant trois évènemens composés dont 
les probabilités sont (^)% 2^.7^ , (tt)* (»o) , ce qui 
donne « = 8000 , /S = 4^^^ t > = o , t^onduit à 

(12000)^^(8000)*^° (4ooo)^= iio33. 

En retranchant de ces sommes les 4000 pièces , bien 
antérieui* que possède le négociant , on aura 6761 et 
7033 pour les valeurs morales des sommes éventuelles 
qu'il attend. Par la formule de l'espérance mathélna-** 
tique , on trouvera 8000 X -^ = 7200 , somme plus 
forte, mais dont les résultats , tirés de la formule de 
BerQOulli , s'approcheront d'autant plus que les mar- 
chandises seront réparties sur un plus grand nombre 
de vaisseaux. 

82. Ce géomètre termine le mémoire dont je donne 
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l'extrait, par la solution du problème qui fit naître les 
premiers doutes sur Tévaluation de l'espérance mathé- 
matique , adoptée tans discussion par les inventeurs du 
calcul des probabilités. Il fut proposé à Montmort par 
Nicolas BernouUi (^) , et i*eçut le nom de problème de 
Pétersbourg, à cause sans doute de la mention qu'en 
a faite Daniel BernouUi, dans les Mémoires académiques 
de cette yilie. Voici l'énoncé qu'on y trouve t Pierre se 
proposant de jeter en Vair une pièce de monnaie , pro* 
met de donner à Paul i ducat si, dès le i*' coup, cette 
pièce étant tombée, montre la face j a, si cela n^ar^ 
rive quau a' coup; ^, si ce n'est qu'au 3% et ainsi 
de suite, en doublant à chaque coup; on demande le 
sort de Paul. Cette sorte de jeu se nomme en français, 
croix ou pile, pile désignant la face qui doit paraître : 
il revient au jet d'un dé qui n'aurait que deux faces. 

En appliquant le calcul aux conditions indiquées 
ci-dessus , on trouve pour Paul les probabilités 

III I 

l' 4' 8' ;i"*^ 

de gagner 

I, 2, 4> ^""'* ducats, 

selon q^e pile n'arrivera qu'au 

i", a*, 3*, n' coup : 

son^ espérance mathématique de gain vaudra donc 

Or, puisqu'il n'est pas impossible que pile n'arrive 



(*) Analyse des jeux de hasard , p. 4o2 , 5* problème. 



DES PROBABILITÉS. l5g 

qu'après un nombreiiaccMips pl^s gratidqac tel nombre 
qu'il plaira d'assigner , ne s'ensuit*il pas qu^avant df 
coDcuneneer le jeu , il faut supposer ee nombre in** 
fiai? La mise de Paul doit donc être infinie'; mais 
quel homme sensé voudra risquer à ce jeu-, non pas une 
somme infinie , ce qui est absurde , mais même une 
somme tant soit peu forte ? Voilà le paradoxe que les 
gëoniètres ont cherché à expliquer ou à éditer. 

Quelques-uns ont pensé qu'on lèverait toute difficulté, 
soit en fixant pour le maximum de gain une somme 
tellen^ent grande, qu'on dût regarder comme absolu- 
ment inutile tout ce qu'on pourrait y ajouter, puisqu'on 
n'en saurait faire aucun emploi , ou bien en fixant une 
probabilité assez petite pour qu'on pût la consi- 
dérer comme nulle , ejt regarder comme impossible 
l'événement auquel elle répond. Par la première con^- 
dération, on place le terme du jeu au coup dont le 
,gain rapporterait la somme prise pour limite de 
celles qu'il est utile de posséder. Cramer proposait 
pour cette limite, le .nombre marqué par* 

2*4 = 16777 ^'^> 

en prenant Técu pour l'unité. Si l'on y substituait le 
ducat, employé dans l'éi^oncé du problème , le jeu fi- 
nirait an a5* coup , et la mise de Paul se réduirait à 
12 g. Mais si l'on regarde comme superflue toute aug- 
mentation faite à la somme 2^^, pourquoi pe se borne- 
rait-on pas aussi bien a la somme 2H «^ i , qui en 
difiere ^i peu; et en continuant ainsi de proche en 
proche , où s'arréterait-on ? 

Si Ton voulait terminer le jeu lorsqu'il y a une 
probabilité très voisiné de l'unité, que pile a dû arriver, 
et une probabilité contraire aussi petite que celle qu'on 
est convenu de regarder comme nulle , en prenant 



1 



l4o TBAITÉ ÉLéKElf TAIRE 

pour celle-ci, le jeu devrait finir au i3* coup, 



loooe 



puisque la probabilité .de n'amener pile qu'au i4* est 
T^jl' Dans cette détermination , la mise de Paul ne 
serait que de 6 ducats et i ; mais si l'on regarde comme 
nulle la probabilité ts^ 9 ^^ ^ fraction r^^ comme 



.«f 



la certitude morale, ainsi que le voulait BuiFon , que 
fera-t-oh pour les probabilités ffsl et j— 7, qui dii^ 
fèrent très peu de la précédente ? Il est donc impos- 
sible d'assigner des limites aussi fixes à des évaluations 
qui conservent toujours quelque chose de vague. Je re- 
prendrai ces considérations dans la suite ; mais ce que 
je viens de. dire suffit pour conclure , avec Daniel 
Bemoulliet Gondorcet, que les explications précédentes 
sont peu fondées. 

83. La formule de BemouUi entre mieux dans la 
difficulté , parce qu'elle ne met aucun terme à la du- 
rée du jeu. En désignant par a le bien de Paul , et par 
X ce qu'il doit mettre au jeu , son avoir sera , * si pile 
arrive au 

1 " coup, a — x+ 1 ; au 2*, a — ar-f-a ; au 3*, a— ar-f 4»*^* 
correspondant à des probabilités 



2 



I 

V 



g, etc. 



ce qui doni\e pour la valeur physique de la fortune, 
d'après les conditions du jeu , 

X= (a — a?+ i)' (a— a:-f2)* (a — a:4-4)* etc., 

qu'il faudra égaler au bien antérieur a , pour exprimer 
que le sort de ce joueur n'est pas changé : on aura 
donc l'équation 



ê 
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a = (a — a:-|-i)' (a — or-f-s)* (a — a:-f-4)^ etc., 

dont le second membre doit renfermer un nombre in- 
fini de facteurs. 

On ne tirerait pas aise'ment d'une semblable équa- 
tion les valeurs de x\ mais en faisant a-^xsasa' j 
elle devient 

a=(a'+if (a'+ a)^ {é/+ 4)^ (a'+ 8)-^ etc. , 

I. ■ • 

s 

et conduit à la valeur de a par celle de ^, d'où l'on 
de'duit ensuite celle de a;. On peut la mettre sous 
la forme 



1 t 



û=i'.2^ .4* .8*^, etc. X 

où Ton Yoî^ <IU6 1<^ facteurs du second nombre dé- 
croissent toujours, et ont pour limite l'unité, puisque 
dans leurs expressions générales 



a» 
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l'exposant tend à s^anéantir. 

Si l'on prend les logarithmes de chaque membre^ 
il viendra 
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La série qui multiplie là se décompose en 

la première partie du second men^e a donc pomr 
limite I2. Quant à la seconde partie, elle devient 
assez convergente lorsque d n'est pas considérable , et 
finit par décroître plus rapidement. que la progression 
par quotient^ , \ , etc. , parce que le logarithme de i +;« 
approche de plus en plus d'être proportionnel à z, 
lorsque cette quantité est une fraction qui décroît 
sans cesse'; et comme alors t(i -f-^) <^ ^A^^> ^^ ^^ 
facile de s'assurer que la valeur de a reste finie , tant 
que a' est fini, ce qui détruit le paradoxe. 

Quand on fait ^ = o , on obtient a rt± 2 ; cela veut 
dire que si Paul ne possédait que 2 ducats , et qu'il les 
mît à ce jeu , la valeur morale de son avoir ne chan- 
gerait pas. 

Si l'on pose a;— ^^aïoo, et qu*on emploie 10 
termes, on trouvera que tfr:îio4,38, k moitis de -^ près; 
d'où a:=4,38(*). 

84* De ce que la formule de Daniel Bernoulli pa« 
raît satisfaire assez bien aux diverses épreuves où nous 
l'avons mise , s'ensuit-il qu'il faille la substituer à celle 
de l'espérance mathématique? Coiidorcet ne le pensait 
pas, et avant lui, Nicolas Bernoulli (neveu de Jean) 
était' du même avis : voici l'exposé de leurs motlfe. 
Nicolas Bernoulli ne voyait dans les résultats de la 



(*) Après des calcalsjnn peu dîfferens des prccédens, on lit dans 
la Théorie (analytique des Probabilités (p. 440» a 3=107,69^ 
mais la différence ne yient qne de la diversité des données : Laplacc 
suppose qne si la face est amene'e aU premier conp, Pierre 
donne a , au lieu de i que porte Ténonce de la page i38< 
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première de ces formules , que des conseils propres à 
éclairer les personnes qui voudraient se livrer à des 
spéculations sur le hasard , et non pas des règles pour 
établir un partage équitable entre les joueurs. Daniel 
Bemoulli , qui nous a (ait connaître cette opinion de 
Nicolas y déclare lui-même , an commencement de 
son Mémoire y qu'un tribunal devrait suivre d'autres 
principes que ceux qui servent de fondement à sa for- 
mule. Placer deux joueur» dans une situation telle 
qu'aucun deux riait Vas^antage sur Vautre y ce que 
fait la règle des paris , est aussi ce que prescrit la 
justice rigoureuse C^O* La formule de BernouUi ^ qui 
met au contraire une différence entre les deux joueurs , 
en favorisant celui qui a le moins de fortune, est des^ 
tructive de toute convention de jeu. L'une des par- 
ties y en consultant ses intérêts et ^ situation parti- 
culière , peut bien sentir que la perte lui portant un 
plus grand dommage, il lui serait avantageux de dimi- 
nuer sa mise et d'augmenter soin gain ; mais l'autre 



(*) Quod cùm nuUn sît ratio, cur ezpecunli plas tribni debe^i 
uni quàm alceri, ttnicuiquc xqnx sint atljudicands partes ^ ra- 
fionej auiem nullas coruiderarè , quœ personarum statuni tes- 
pUiant t êolasque iilas perpendi , quœ ad canditiûnes sortis par^ 
tineanu Talent sententiam feront judices supremi puklicd 
auctoritate constituti ^ at vero hoc loco non judicia sed consi- 
lia danda sunt ; regulœnempè, quibus quisque suam sibimet 
(Bsiimare debeat sortent pro dittersd rerum suarum constitua 
tione* Voîlh sons quel point de TOe Daniei Beraoulli priésente te» 
prmcipéft (pag. i^S— 17Ô da Mém. citép. laQ.) 

Voyons à présent ce qu^il rapporte de Ja lettre de Nicolas Ber- , 
noalli. Js vero testatus est nequaquam sibi displicere meam de 
nitnturd sortium sententiam, si modo quivis suœ sortis œstiina' 
torsit; aliter vero se renirhabere ,si teriius instar j udicis stcun^ 
dUm equitatem et justitiam unicuique çollusorum sortem as^ 
'ignare debeat. Et il ajoute : Id ipse pariter in § a exposai, 
(pag. 189 — 190 du Mém.' cite'.) 
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partie peut-elle consentir à un pareil iarrrangement? Le 
mal ne serait pas grand , sans doute , s'il résùhaît de 
cette difficulté de* s'entendre un affaiblissement dans 
le goût du jeu; mais pour prononcer sur le mérite de 
la formule de Bernoulli , il Caut examiner si la théorie 
ordinaire des probabilités ne motive pas aussi bien les 
conseils donnés par le seul emploi de la raison. 

Cette théorie établissant la nécessité de répéter 
l'épreuve du hasard un nombre de fois de plus en plus 
considérable, pour atteiildre à des probabilités un peu 
fortes y de ne pas perdre au-delà d'une certaine por- 
tion y non de la première mise , mais de la somme de 
toutes (68, 91), somme qui va toujours croissant, n'en 
résulte-t-il pas naturellement le conseil de ne pas 
aventurer des sohimes considérables dans un jeu même 
égal, lorsqu'on ne peut pas en refléter souvent l'épreuve, 
et par conséquent de n'exposer chaque fois qu'une très 
petite partie de ce que l'on possède ? La formule de 
Bernoulli, dira*-t-on , fait plus ; elle donne une 
mesure précise de l'influence que ce .conseil doit 
exercer sur le joueur. A cela on peut répondre , d'après 
^ qui a déjà été dit'dans le n® ^5 , qu'il ne faut pas 
attachera des valeurs numériques Réduites d'hypothèses 
qu'on peut varier de bien des manières , plus d'impor- 
tance qu'elles n'en ont réellement ; et Daniel Berpoulli 
m'en fournira lui-même la preuve. Il observe qu^ùn 
homme dénué de fortuné , n'ayant que la probabilité^ 
de gagner une somme de 20000^'*, par exenrple, 
aurait tort de ne pas céder cette espérance pour 9000^'*, 
quoique la valeur en soit loooo-^''', suivant la règle or- 
dinaire. Voyons ce que donne celle de Bernoulli. Soit 
toujours a lé bien antérieur ; la fortune physique du 
possesseur de Tespémnce dont il s'agit serait 
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(a -f- 20000) • û* . 

Souvenons -nous que a ne peut jamais être nul (76), 
et faiftons,a = 5oo/''*y ce qui est bien au- dessous du 
capital le plus faible auqael puisse répondre le prix 
annuel de l'industrie d'un homme ; nous trouverons 

^5oo . 2o5oo = 32oa environ j d'où retranchant 5oo, 
il restera 2703/''' , somme très inférieure à loooo'^'''; 
mais pouvons-nous dire que c'est hien là le minimum 
de ce qu'on peut accepter en échange de l'espérance pro- 
posée ? Ne peut*on passe trouver dans une situation qui 
impose l'obligation de se contenter à moins? N'est-ce 
pas avec raison que BernouUi lui - même dit que 2400 
pièces, pour un homme qui en possède déjà autant, maïs 
qui en a besoin de 4^00 pour racheter sa liberté , ont 
beaucoup plus de prix que pour celui qui«ne possède 
rien, mais qui est libre? De semblables circonstances ne 
peuvent être soumises au calcul ; et c'est abuser des 
formules, que de les employer k une telle ^évaluation. 
N'oublions pas que c'est seulement comme valeur 
moyenne, comme ayant la plus grande probabilité rela- 
Uvenlent à toutes les autres , que Vespérance mathé'' 
matique est prise pour mesure du. sort. 

85. Considérée ainsi, la formule de l'espérance 

mathématique ne peut être employée qu'autant qu'il 

peut exister une valeur moyenne propre à remplacer la 

valeur réelle , qui est inconnue ; or cela n'a pas lieu 

pour le problème de Pétersbourg (82). Un jeu dont 

la décision embrasse un nombre infini de coups 

successifs , . et qui , par conséquent , ne saurait être. 

considéré comme devant se répéter , ne comporte 

point , par cette raison , de valeur moyenne des évè- 

nemens divers qu'il peut amener.. 11 ne faut pas 

3* édition. i o 
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même en recaler la limite à l'infini , pour sentir 
Tabsurdité qu'il y aurait à faire usage d'une valeur 
moyenne. On a déjà vu que Paul ne doit mettre au 
jeu que 6 ducats j, si l'on borne le jeu à i3 coups; 
mais alors si pile n'arrive pas , Pierre devrait 
donner 2" = 4^96 ducats, somnie dont la perte ne 
serait réparée que par le gain d'un nombre de parties 
trop grand pour qu'on puisse en concevoir une es- 
pérance raisonnable. 'Si l'on allait jusqu'à 27 coups, 
l'unité étant i centime seulement , la mise de Paul 
ne serait que i3 centimes 7, et Pierre pourrait per^ 
dre r 342 1^7'^''*, 28 ; la probabilité de cette perte 

étant — , serait extrêmement petite « mais non pas 

encore nulle. 

La formule de l'espérance mathématique, entendue 
comme elle doit l'être (66) , paraît donc d'accord avec 
les notions les plus saines sur le jeu , admet les consé- 
quences de ces notiôois , et fortifie les leçons de la pru- 
dence, en conduisant toujours à la nécessité dene risquer 
que de petites sommes à la fois , ce qui ne permet 
de faire du jeu qu'un amusement sans conséquence. 
Si l'on s'écarte de cette sage réserre , la règle ne 
peut plus que mettre une parité exacte de danger entre 
des hommes avides, dont chacun spécule sur la ruine 
de l'autre : c'est une sorte de duel dans lequel il faut 
égaliser les armes ; car suivant l'observation très juste de 
Gondorcet,le but de l'appréciation des évènemens livrés 
au hasard, est atteint quand les joueurs sont placés 
dans le même état; mais on ne saurait faire que celui d'uo 
homme qui joue soit le même que s'il ne jouait pas.^ 

Si donc la prudence permet de se livrer à des spé- 
culations sur les hasards . ce ne peut être qu'à celles 
qui, par leur nature, doivent rapporter au-delà. de ce 
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que les probabilités assignent pour l'espérance mathé* 
matique. Alors ^ suivant Tobservation du n® 69, plus 
l'entreprise est répétée , plus la probabilité du succès 
augmente. De pareilles spéculations , dans les jeux 
proprement dits ^ blessent les lois de la probité 1 et si 
des considérations particulières engagent les Gouver* 
nemens à les tolérer , Topinion publique | plus se* 
Yère, doit les flétrir; mais il en est tout autrement 
dos spéculations de commerce , des assurances et de 
toutes les entreprises oà le bénéfice est acquis comme 
salaire d'un travail utile | et en échange de valeurs 
réelles. 



ÏO.. 
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SECTION SECONDE. 

Détermination de la probabilité à posteriori^ 
c'est - à - dire lorsque le nombre total des 
chances est illimité ^ et que ses rapports 
avec le, nombre des chances de chaque es^ 
pèce sont inassignables. 

86. Quand on ne connaît point la forme du dé, 
ou la condition de l'urne qui produit les évèneinens 
observés, il faut, pour remontera leur probabilité, 
considérer toutes les formes ou les conditions dont ils 
peuvent résulter, afin d'en déduire une sorte de proba- 
bilité moyenne qui approchera d'autant plus d'être la 
véritable , que le nombre des observations sera plus 
grand (43). 

Si, par exemple, ou a tiré successivement d'une 
urne 3 boules blanches et i noire , en ayant soin de 
remettre chaque fois la boule sortie, qu'on sache que 
le nombre total des boules est 4 9 tant blanches que 
noires, mais qu'on ignore combien il y en a de chaque 
sorte, on pourra faire, sur la condition de cette urne, 
les trois hypothèses ci -dessous : 

3 boules blanches, i noire, d'où es-?, /'='-, 

4 4 



^ = 4' -^=4' 
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e désignant la probabilité de l'arrivée d'une boule 
blanche, f celle de l'arrivée d'une boule noire. La 
probabilité de l'événement composé de la sortie de 
3 boules blanches et de i boule noire, étant exprimée 
^r 4^!/* (22) y deviendra successivement 

27 16 3 
64' 64* 64' 

La dernière hypothèse , qui donne la plus petite pro- 
babilité pour cet événement composé, est aussi en 
elle-même beaucoup moins probable que les deux autres 
hypothèses^ car si l'urne ne contenait qu'une seule 
boule blanche , il faudrait que cette même boule fût 
sortie trois fois de suite : on conçoit qu'il y aurait 
moins de difficulté s'il y avait 2 boules blanches , et 
encore moins s'il y en airait 3. La facHité avec laquelle 
dhaque hypothèse amènerait les évènemens observés y 
donne naturellement la probabilité de cette hypothèse ; 
car plus elle offr€ de combinaisons favorables à la 
production de ces évènemens, plus on a occ^ion 
d'en répéter le jugement de possibilité (5 et 6). C'est 
ainsi qu'on a posé pour principe que les probabilités 
des causes (pu des hypothèses) sont proportionnelle^ 
aux probabilités que ces causes donnent pour les éi^h-' 
nemens observés (*). . 

Dans l'exemple actuel , les probabilités des trois hy- 
pothèses établies sont proportionnelles aux nombres 



{*) Cet énoncé 8g trouve dans le tome YI des Sapons étran- 
gers (p. 6a3). Bayes y dans \eê Transactions philosophiques de 
1^3 (p. 370) , et Price , dans celles de 1764 (p. 296) , s'étaient déjJk 
occupés de ce sujet ; mais Laplace t'a rédnit le premier h la 
forme analytique sonslaqueHe on le traite maintenant, qoi'eif fa^ 
ciiite et en généralise beaucoup les applications. 
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27 , 16, S; leur tMnme doit être d'ailleurs égale & 
Funîté y puisque Tune de ces hypothèses a uécessaire- 
meiit lieu (8) t il suit dont; de là que chacune des pro«- 
habilité» dont il s'agit est égale au nombre qui lui cor^ 
respond , divisé par la somme des trois nombres-, ce 
qui donne les fractions 

27 16 3 
4S' 45' |5' 

On peut dire au^si que, sur les combixiaisons fowrnif^ 
piir rensemble des hypothèses, l^s 97 -H ^^4* 3^=4^ 
qui s'accordent ayec les éYèneinens arrivés , sont les 
çeules possibles , et que la probabilité de chaque hypo^ 
thèse se détermine comme celle d'un événement , en dî« 
vwnt le nombre de ca» où e|le peut avoir lietf , par 
celui de.tous les cas possibles , ce qui dppne lea niéiii^ 
fractions que çi**des8us. 

Enfin , il faut remarquer encore que oea fractions, 
ou les probabilités des disperses hypothèses , se forment 
en divisant la probabilité de tés^hnemet^t compté, 
calculée dans chaque hjfpothkse , par la somme de ses 
prçbabilitéi dans toutes les f^jrpofiièses (*)* 

tl est facile de voir que cette règle çst g^néralç; 
car si l'on désigne par h , h\ h^y h*, les probabilités dea 
divierses hypothèses susceptibles d amener l'évènespuent 

(*) Ei% traUanc l'exemple ci-dessus , Gondorcet , de qui je Vài 
«mptntlté ( Éléfnens du Calcul des Probabilités , p. 65 ) , fait 
cinqhypothèsfs, c'esc-rli-dire tpa (es çePes qfii peuvent se pii^senter 
aaand 00 p*a pas égard aux évènemeps obsenré^* £n effet , pn peut 
lAors supposer que les 4 bpal^^ saut hlancHes^ ou qu'elles sont 
i^ires ; mais copame xà l'une ni T^n^e de f^s dernières hypo^ 
tiièses ne s^uf ait i^mçnejr les cyèoemexjm oW<VTés, elles doniient zéro 
pour leoY probabilité y ce qui ne ^Jia^ge rien ao' ré&nl^t obj(ena 
ci-^e«su8« - 



DES PROBABILITÉS. l5t 

composé qui a eu lieu , et par a , a% a', a'^, les pro-» 
babilite's que chaque hypothèse donne pour ces évëne- 
mens , on aura 

k: h': h' : A* ::«:«' ta"': a*; 

d'où il résulte 

r représentant a + rf -(- a^ + a**, 

87. Quand on a déterminé la probabilité de chaque 
hypothèse possible, on en dédiût fisHulement lapro^ 
habilité des éf èn^mens qui peuven^t arriver aux tiirages 
suÎYans, dans notre exemple , celle d'amener au S* 
tirage une boule blanche ou une boule noire. Il n'eat 
pus difficile de voir que ce problème revient à ceiui 
dnv? 18, et se résout par Icy»' probabilités eomposéftSi^ 
he^ trois hypothèses établies peuvent ^tre considérées 
çomnie trois urnes différentes , de l'une desquelles doit 
nécessaif ement sçdrtir l'événement attendu. La p^ob^.- 
bilité de cet événement se composera donc de celle 
qu'il a dans chaque hypothèse f niulti^liée par celle 
de l'hypothèse : ainsi l'on aura pour la sortie d'une 
boule blanche j au 5^ tirage, 

^7 3 r6 a 3 I_il6 

» 

et pour celle de la sortie d'une boule noire , 

27 116 ^i_^ 3 ^68 

46^ 4+ p^ 4 + 46 ^4^784' 

On trouverait de même , pour tout autre exemple ^ 



/ 
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que la probabilité cCun nouvel événement simple 8*0^^ 
tient en calculant , diaprés les évenemens passés , la 
probabilité des diverses hfpothkses possibles , et faisant 
la somme des produits de ces probabilités par celles de 
l'événement , prises dans chaque hypothèse. 

88. Pour construire des formules générales sur les 
principes énoncés précédemment y il faut d'abord ob- 
server que dans les évènemens naturels, le nombre 
total des chances doit être regardé comme infini , et 
toutes les probabilités simples , c'«8t-à - dire tous lea 
rapports compris entre o et i , comme possibles tant 
qu'on est dans l'ignorance absolue du véritable ou de 
limites plus étroites entre lesquelles il se trouve ren- 
fermé. C'est donc dans un nombre d'hypothèses con- 
sidéré cofnme infini , qu'il faut déterminer les proba- 
bilités de l'événement composé qui a eu lieu ; et voici 
de quelle manière on y parvient. 

Soient Aet B deux, évènemens contradictoires, dont 
l'un est arrivé m fois et l'autre n fois. Supposons l'unité 
ditisee en parties très petites, représentées par«t, et 
concevons que la pix>babilité simple de l'événement A 
puisse être l'un quelconque des termes de la série 

tf , Sflt, 3«, 4^, etc. ; 

enfin , pour abréger , désignons par C le coefficient 
du terme affecté de e*^" dans le développement de 
(e'-hy)""*'". Cela posé, les diverses probabilités die 
l'événement composé de m fois >^ et de n fois B^ foiv 
meront la suite 

Ca«(i— a)», C(2*)«(i— 2fle)S C(3*ni— 3*)-... 
C(i— a)««», 



dont un terme quelconque peut être représenté par 



À 
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Cje^(i — *)"; la somme 

C{«"(i — *)"+(2«)'"(i — aa)»+(3A)* (i —3a)». . . 
4-(i— ct)«4»}=iCy 



sera le dénpminateur de la pro^bilité particulière de 
(Jiaque hypotbèse (86). La somme /augmente à mesure 
que « diminue , et tend à devenir infinie ; mais si on la 
divise par le nombre des termes dont elle se compose, 

et qui est - 9 le quotient af reste fini y et devient sus- 

ceptible d'une limite assignable , ainsi qu'on peut s'en 
assurer par la considération des courbes et le calcul in<* 
tégral (vojr, note III); déplus, le sujet étant très 
important, je vais exposer, pour les lecteurs qui ne 
connaissent point ce calcul, le procédé par lequel 
Condorcet y a suppléé dans cette occasion C^. 

Le terme général étant alors représenté par 

etx^(i — x)", on suppose que la somme de tous ceux 

qui le précèdent, et dont le nombre est - -» i , 

^x*+'(i— x)* + ^x*-^'(i — xj»-» 

4- Cx^\i — x)"-* + etc. , 

Ay By Cy etc. désignant des coefficiens indéterminés, 
hypothèse que le calcul justifie. Si l'on fait croître x 
de la quantité a, cette somme deviendra 



» 



(*) Élémens du Calcul des Probabilités , p. 70, Ce procédé 
n^est , daDS le fait, qu^une vériGcaûon du résultat donné par le 
calcul intégral j mais il est utile de ramener à TAlgcbre ordinaire la 
démonstration d'une formule sur laquelle repose toute cette partie 
du calcul des probabilités. 
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»— » 



+ C(ar+*)"^(i— X— «)■-• + etc. ; 

et ai l'on en retranche la valeur précédente , il restera 
raccroi$semeut qu'elle a reçu , et qui est précisément le 
terme et^(i — x)" : on aura donc cette équation 

-H C { (x+«e)"^«( I — or— tf )'«— x-^3( i _ j.)»-» | 
+ etc. =«x*(i — x)* (I). 

Pour développer commodément cette équation , on 
fera i — x = jb, et Ton observera que la seconde ligne 
peut se tirer de la première en changeant A en B^ 
tn+t en m + 2 , n en 7t — I , et ainsi des antres. En 
ne s'occupant donc que de celle -ci , on obtiendra les 
expressions 

= ^{c*""*"' H- (tu + Oetx^-l-etc.} {z^ — 7iaj5«"*+etc.) 
== \^x'*'*^z*-4- (m -f- i)Aax^7^ — fii^flex""*"*»*^* 
+ A'd^ + J^a? + etc. , 

où les termes contenant des puissances de a supérieures 
à la première sont seulement indiqués. Retranchant du 
dernier résultat le terme Ax*^'^^{\ — x)" = -^x**"*" V , 
il restera , pour la première ligne de l'équation ( I ) , 

On voit par là que tous les termes de cette équation sont 
divisibles par a, en sorte qu'elle se réduit à 

A{{m'\'X)3(^z'' — nx*»-^';8"-» l+^'rt+etc. 

-J^Bi (f»+»)x"^'z«-' — (Il - i)x'"+»*«-* }-j- iB'«-|.etc. 
+ q (m+3)x-+»«''-»— (»— a)x™+V-3}4- CA-f etc. 
+ etc. = x*"*". 
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4 • 

Cette même ^qaation subsistant toujours, <{Uelqae 

petite que soit la valeur de « , sVtend , lorsqu'on y 

♦ jt • 

fait itKO. au cas où le nombre - des termes de la 

suite devient infini ; et comme elle doit avoir lieu quelle 
que soit jt, il faudra Tolrdonner par rapport aux quan- 
tités of et X , ce qui lui fera prendre la forme 

((«4. i)^~ ijar»*»— {fU^{iil+fl)i?)3î"^*jB^» 
— { (71 — 1)5 ^ (f*i -f 3)C}a:'*^;5»-" — etc. sk o. 

Alors en égalant séparément à téro les coefficiens de 
chaque temie, on aura 

(m+i)-<f— i5=:o, d*où Az= 



m-jf^i' 



ni4r-^(m4-a) i5=o , ^ — : 



71 



(f7»+l)(fIl+2)' 



* 'XI/ 7 (77I-J-l)(7»+3t)(77I+3) 

etc. 

La suite 

H donc pour limite 

m+ I ('w+i)(''» + 2) 

7i(7i — i)j::^-»'3(i — JT) "-* - 

"*" (ifi+i)(f7,-|-2)(m-jrr) •• 

(us 4- i)(jit +2)(m + 3). . ..(!«•{• »4-i) * 
car la valeur de cette expression nait avec la série, 
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m 

puisqu'elle s'anéantit lorsque a:=o , ainsi que le terme 
géne'ral ««"(i— ar)« (*). 

Il faut remarquer que cette série s'arrête à x — et ; 
pour la pousser jusqu'à x , il faudrait y ajouter le terme 
général ax"'(i — a:)", qui devient d'autant plus (^tit que 
ce diminue , puisque d'ailleurs x ne saurait jamais pas- 
ser I : on peut donc, à la limite qui répond à i»=o, com- 
prendre ce terme dans la série , et substituer pour x sa 
dernière valeur. C'est ainsi que pour avoir la série coiti- 
plète , il faut faire x = i , ce qui donnera 

n{jt ■*-» i )(^ — 2) ...... I 

{jn + i)(m 4- 2)(m + 3) (»»+ « +Ô ' 

telle est la limite des valeurs de a/. 

8^. Devant faire un fréquent usage de l'expression 
de la limite considérée ci-dessus, je représenterai cette 

limite par 5^"'''*\ lorsque j'y regarderai x comme in- 
déterminée; mais dans les autres cas, j'indiquerai la 
valeur qui répond au dernier terme. Ainsi l'expression 

S^' désignera la limite de la série prise depuis le 

terme où x= o jusqu'au dernier terme où x= i ; 
sa valeur est la formule qui termine l'article précédent. 
^i»»»») désignerait la limite de la même série , arrêtée 

au terme où x — \. Il suit de là que 

S 

* 

donne la limite de la somme de tous les termes de la 

(*) Cens qui savent les règles du calcul int<%ral, verroat bien 
que Tobscrvation ci-dessus a pour but de montrer qu^il ne faut pas 
ajouter de constante arbitraire à l'expression trouvée. 
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série «/, à partir de celui où or = ~ jusqu'à celui où 

Les yaleurs de ces expressions se simplifient beau- 
coup lorsque n=:o: le développement général de la 
page précédente se récitait à son premier terme. . . 

i—j 1-; età cause de (i — x)®=i,ona 

7II-f- I 

TW -f- I 7»-^ 1 

quand ^on fait j?=t. 

90. Ces préliminaires étant bien compris, il est 
facile de s'élever à la probabilité des évènemens futurs. 
Suivant ce qui a été dit au n® 86, la probabilité d'une 
hypothèse ou d'un rapport quelconque or , est 

—-- :7 • 

En la multipliant par or (87) , on en déduira la proba- 

«*"**•' (i — x)'^ 



bilité d'obtenir un événement >^ de plus, j^ — — , 

d'où l'on tirera ce qui convient à chaque hypothèse 
en particulier, en y mettant successivement {c, ace, 
3a y etc. , à là place de x; la limite de la somme de 

ces résultats sera par conséquent ' . , et la va- 

leur du numérateur se déduira de . celle de S^'^'^'K 

par le changement de m en m -f- 1 ., En substituant ces 
valeurs, il viendra 

n{n — i)(/i — 2) I 

(m + 2)(m-f-3) (/»+7i + 2) 

(m+ i)(m4-2). . .(m-4"yt+ i) wt -f- i 

nÇn — i)(/i — 2) I m-f-n+"2' 
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qitèa U supprenion ie» facteurs commuitt au àm^ 

dende et ad divùeur. 

Si l'on damandait la probabilité de l'arrivée d'an 
DoaveL éTÈuement B, U probabilité particulière de 
cet érèneinetit , dans l'bypotbëee correspondante i x, 
étant i^x, ou aurait les expressions 

»af(j — X)' _ gj"(i— a:)' -*-' 



SÇ--) m + n + a" 

"+■ „„ 

, . »* 

aurait, suivantl osage commun, les expressions _-^ 

— --- , formées en divisant le nombre de fois que chaque 

événement a paru , par le nombre total des évènemcna 
observés , et qui ne s'accordent avec les précédentes que 
lorsque m =c n, auquel cas les quatre fracdons di-dessus 
deviennent j : dans tonte autre drcoustance, la première 
évaluation diffère de la seconde. Si, par «tem^», 
m =1 3 et n = 2 , l'une donne ^ et f , l'autre 5 et J ; 
mais ce qu'il laut bien remarquer, c^est que l'évalua- 
tion rigoureuse s'approche sans cesse de l'autre. Cela se 
voit en divisant par m-\-n les deux termes des premières 
probabilités; elles prennent alors les formes 
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qui ne deviennent — ; — ^ — : — qu'tn supposant 

m + netm+» 

infini le nombre m -f- n, 
La di£fe'rence 

fit m+ 1 TU-— Il 



m + 11 m -|- 71 4-2 (m+/i)(m4-ii + a)' 

étant positive lorsque m^riy montre que celui des 
deux évènemens qui est arrivé Te plus souvent augmente 
sans cesse de probabilité lorsque les nombres m et ti 
conservent la mémeÉsubordiuation dans leurs accroisse- 
mens. Le contraire a lieu quand m^n. Ces cLangemens 
sont remarquables parce qu'ils sont produits par la 
seule répétition des faits; aitui la théorie des proba- 
bilités à posteriori s'accorde bien avec celle de Ber- 
noulli sur les épreuves successives (34) > puisqu'il ré- 
sulte de Tune comme de l'autre , que le rapport du 
nombre des évènemens A ou j9 , au nombre total des 
évènemens observés , a pour limite leur probabilité 
simple. 

91. La probabilité que sur un nombre/? de renou— 
vellemens du même hasard, il arrivera un nombre/? — q 
d'èyènemens A^ et un nombre ^d'évènemens ^, s'ob- 
tient aussi sans difficulté , par les principes exposés 
précédemment. Dans l'hypothèse correspondante à x, 
la probabilité de cet événement composé est exprimée 
par ar^(i— ar)9, si la succession des évènemens simples 
est déterminée , et par 

« 

i.a ..q 

9 

dans le cas contraire (20). Cette probabilité étant mul- 
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tîpliée par ff!iL=^l\ probabUité de Vhypothèsc , 
on aura pour celle qu'on cherche , 

1^ "" if ' 

prenant la limite de la somme ^ depuis xz=o jusqu'à 
x= I y et faisant abstractién du coefficient C qui 
jést inde'pendant de or, il viendra 

in + q)(n + q—ï) i 

(m+p—q-i' i){m+p—q+2).. .{m+n+p+ï) 
(m+ i)(m + 2) .(m + n+i) 

^ n(/î — i) I ' 



expression que Ton peut simplifier par la suppression 
des facteurs depuis n jusqu'à i , qui multiplient et qui 
divisent en même temps , ce qui donnera 

(n+q){n+q^' i).., jn + i) 

{'»+/'— î + i)(m+/? — ^+2)... (m+ii+/?+i) 
X (y» + i)(pi -+» 2) • . . • . • . (m -f- » + 0- 

Lorsque n >p — y , on peut encore supprimer de 
même les facteurs depuis m+p — q+i jusqu'à 
712 -{- 'i + I inclusivement , et la formule ci -dessus 
devient 

(m4>i)(m+2). . .{m+p^q) (yi+QÇ/i+a). . .(n+y) 
(m-(-n+-2)(??i+72-j-3). . .(m-(-w+/>-+-i) 

Si l'on prend pour exemple , p = 3 , ^=a:i , Tcx- 



/ 

t 



I 
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pression précédente donnera la probabilité de l'érène- 

ment composé AAB , égale à 

» 
(fw+i)(iw-4-a)(/t + ■ 

s% si Ton divise par m-4-n chacun des facteurs du nu* 
mérateur et du dénominateur de cette iractiony ou re- 
connaîtra aisément qu'elle tend sans cesse vei:s 

, — - — r^ , probai^ilité composée qui lésulterait des pro- 

babiU tés simples ; — , — : — (21). La même cir- 

constance a liea pour l'expression générale, et se 
prouve en développant cette expression avec le secours 
des formules qui servent à calculer paf approximation 
les produits formés d'un grand nombre de facteurs: on 
trouVe alors que si les nombres mein sont très grands 
par rapport aux nombres petq, elle a pour limite 

% iVoYez la note l.j * 

(w + nY "- ^ '' 

Ainsi, plus le nombre des évènemens observés aug- 
mente 9 moins les probabilités , soit simples , soit com* 
posées , . déduites des formules précédentes , differen( 
des probabilités déterminées à priori, ou plus les rap- 
ports donnés par la succession des évènemens représen- 
tent avec exactitude les probabilités simples. La possibi- 
lité de prendre les uns pour les autres s'est offerte si 
naturellement à ceux qui les premiers ont médité sur ce 
sujet, qu'ils l'ont regardée comme évidente par elle- 
même ; mais on ne pouvait s'en rendre compte sans 
le secours du calcul, qui montre qu'au lieu de 
Végalité conjecturée , il y a une approximation conti- 
nuelle et de plus eu plus rapide. 

î^ édition. il 
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92. Au moyen de la formule que noua veuon» àe 
construire , on réunit dans une expression toutes les 
probabilités des évènemens composés , auxquels peut 
donner lieu un nombre^ de renouvellemens du même 
hasard : il suffit pour cela de faire successivement 
q =0^ =1) =a, =3y etc. £n conservant les coeffl- 
ciens désignés par C, pour laisser indéterminé l'ordre 
de succession des évènemens simples, on formera 
la suite 

• 1.2 ^C"»»") •••T ^,n,lt) > 

qui tient ici la place que le développement du binôme 
{c-\-fy occupe dans la détermination à priori des 
probabilités pour les épreuves réitérées (22). La somme 
des termes ^ depuis le premier jusqu'au terme général 

> ti 

p{p—^)'*'\P—9+ ^ 

1.2.3 q jj('«i») 

kiclusivement , donnera la probabilité qu'il n'arrivera 
pas moins de p — q évènemens A , et pas» plus de q 
évènemens B. 

Quand «=oetf==o, 5^;"+"^ devient 51"^^^ (89), 
et la formule précédente se réduit au seul terme 



X 



cVst la probabilité qu'on aura/? de fois de suite l'ëvè- 
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ffiemetit A ^ lorsqu'il a été observé m fois, «ans inter-» 
ruption. 

Si l'on partage le nombre p en parties proportion- 
nelles aux nombres m et n, savoir, -i— et — 7- — , 

^ m + n m -f- » ' 

la somn^e des termes de la suite précédente , à partir 
de celui qui est afifecté d« 

v„+_^.+., „+_^ — .) ' 

jusqu'à celui qui l'est de 

exprimera la probabilité que, surj? renouvellemens du 
même hasard , le nombre des évènemens A ne s*écartera 
pas , auii»delà dez , en plus ou en ilioins, du nombre 
proportionnel i m\ 

93. Avant de passer aux applications, je dois encore 
montrer, comme je l'ai annoncé en commençant cette 
section, que les probabilités déterminées à posteriori 
sont Une sorte At probabilités moyennes : cela suit en 

effet de la manière de les obtenir, et jette un nou- 
veau jour sur leur nature. L'expression Cr"(i — x)"(22) 
étant la probabilité d'amener m évènemens A et n 
évènemens B , lorsque leurs probabilités simples sont 
xeti-— x, la somme de ses valeurs calculées dans 
toutes les hypothèses possibles, divisée parleur nombre, 
en donnera la valeur moyenne. ( Traité élémentaire 
4f Arithmétique, règle d'alliage.) Mais, faire la division 
d'une somme de quantités , c'est la même chose que 
de diviser séparément chacune de at$ quantités ^ et 

II*. 



\ 
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d'aj outer ensuite les quotiens ^ et quand on divise Tuoité 
en parties égales à ce, le nombre de ces parties est évi- 



demment -; or 

— i — = rtjr*(i — xY ' 

a 

Fexpressioiï Wj**"^ C89) peut donc être regardée 

comme celle d'une valeur moyenne prise entre les di- 
verses probabilite's qu'aurait , dans toutes les . bypo>- 
tbèses possibles, l'événement composé qui a eu lieu. 

Toutes les expression? subséquentes se déduisent éga- 
lement de ce point de vue. S'agit*il de la probabilité 
d'obtenir un nouvel événement A ; la probabilité 
simple de celui-ci étant désignée par or, celle du nouvel 
. événement compose sera 

Cr"(ï —ny.x = Cx^\\ —xY (22) , 

expression dont la valeur moyenne, prise comme ci->des- 

sus, est C5^""'"**"^ mais cette valeur moyenne ^.'considé- 

rée comme la probabilité du nouvel évènenient composé^ 
doit aussi se former en multipliant celle de l'événement 
composé qui a eu Ben , par celle d'obtenir un événe- 
ment A de plus (16) : celle-ci est donc égale au quotient 
de la première divisée par la seconde , ce qui donne 



1 1 



eomme^on l'a trouvé dans le n^ 90. 
Les mémeS' considérations donneraient, pour Pair- 
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jrirée d'un :noavel événement B , la probolnliie^ 



s. 



( »»,»+0 



o(«.«D 



T« 



La somme de ces deux probabilités est égale à 
l'unité j comme cela doit être ; oaip pour {BÛre la somme 
de deux suites de termes^ on peut .commencer par 
aj outer les termes qui se correspondent ^ianschacune , et 
prendre la somme des termes de la nouvelle suite for^ 
inée par ces additions : ^on aura donc ainsi 



ax"" 



et passant aux limites des séries ajoutées et à celle 
de leur somme , il viendra 

X * X . """ je ' 

•dou 

* 

^. On étendrait sans peine ces -considérations aux for- 
mules générales des n^* 91 et 92. La somme des termes 
dont se compose la dernière , qui embrasse • tous les 
évènemens possibles daxisp renouvellemens du même 
liasard , doit être égale à l'unité , comme celle des 
termes du développement de (e+y)''. Il n*est pas 
difficile non plus de voir que toute cette théorie re- 
tient à prendre la probabilité moyenne de Tévènement 
composé qui a teu lieu , pour l'unité à laquelle on corn- 
'pare les probabilités qui résultent des combinaisons de 
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celai«-€Î a?6c les ëvènemensfaCim. On pent donc en« 
yisager aussi ces probabilités comme relatives à la pre- 
mière. De là vient qu elles ne sont pas toujours les 
mêmes pour les mêmes combinaisons d'évènemens fu- 
turs , ce qui n'arrive pas aux probabilités détermmées 
é priori (22) • 

En efSet , la formule du n® gi change de valeur 
tttlec m et n, quoique pet f demeurent les mêmes ; et 
puisque de nouveaux évènemens obsenrés modifietit 
cette valeur, il s'ensuit évidemment que pour tirer de 
ces formules des résultats utiles , il faut toujours que le 
nombre /7 des évènemens futurs soit fort petit à l'égard 
du nombre m -4* n des évènemens passés y et aussi que 
ce dernier soit très considérable en lui-même , afin qu'il 
ne suffise pas de quelques nouvelles observations pour 
changer sensiblement les résultats déduits des pré- 
cédentes. Avec ces restrictions , et pour des recherches 
dont la nature ne saurait exiger, ni mémo admettre^ 
il faut le dire, une précision rigoureuse, on pourra 
presque toujours substituer aux formules de cette sec^ 
tion celles de la première , ce qui est fort heureux ; 
car les calculs, déjà très longs par celles-ci, seraient 
le plus souvent impraticables par les autres , sans le 
secours des formules approximatives citées au n^ 27 ; 
aussi ne ferai-je qu'indiquer quelques-unes des ques- 
tions cutieuses que Laplace a résolues sur celte 
matière. 

95. Premièrement, il a donné l'expression appro- 
chée de la probabilité des résultats fournis par les Ta- 
bles de mortalité , lorsqu'on connaît le nombre d'obser- 
' vations sur lequel elles ont été construites» Ces Tables^ 
dont j'exposerai plus loin la fondation, font connaître 
combien^ sur un nombre d'individus nés en même temps^ 
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il en reste à un âge donné. Soit m-f-^ le premier 
nomjbre , et m le second ; lorsqu'on vetft étendre les 
conséquences de ces obsertations à un nombre /? d*en- 
fans, on le divise en parties proportionnellesanx nombres 

m et 7» y ce qui donne pour celui des survivans 

et — , pour celui des morts. Alors , poiw appré- 
cier la confiance que méritent ces résultats , il faut 
chercher les probabilités que l'erreur dont ils peuvent 

être susceptibles est renfermée dans des limites assez 
étroites, ce qui se fait en calculant la somme des termes 

de l'expression du n*^ 92 , à partir de celui qui est af* 

(ecté de 

(m-h , H-g> «H ^r a) 

a, , 

usqu'à celui qui Test de 

(pm . vn \ 

Quoique Laplace ait déterminé assez simplement 
la valeur approchée de cette somme, il n'en donne 
point le calcul numérique; en effet, on sent assez dès 
' à présent, et l'on en sera tout-à-^fait convaincu dans 
la suite, qu'un pareil examen, devant être répété 
pour tous les âges , et sur des Tables très multipliées , 
est à peu près impraticable , et que c'est principale^ 
ment la finesse des artifices de calcul qu'il exige , qui 
en constitue le mérite, comme de la plus grande par- 
tie des recherches de ce genre. 

96. La seconde question dont je rapporterai l'énoncé 
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et les résultats y a eu une application effectWe. Dcâf 
qu'on s'est aperçu du peu de variation qu'ofiraient le 
nombre des naissances et celui des de'cès, dans une popu- 
lation dont la marche n'était point troublée par les 
fléaux naturels ou politiques , on a cherché à déter- 
miner les rapports de ces nommes avec le total de la 
f>opulation , en faisant le relevé des naissances et des 
morts, dans diverses parties du même état , et pour plu- 
sieurs années, en même temps qu'on se procurerait ua 
dénombrement exact de la population 'de ces parties. 
Le rapport moyen, obtenu ainsi , a paru propre à faire 
connaître la population de l'état entier , d'une ma- 
nière à la fois plus prompte et plus sûre qu'un dé- 
nombrement total des habitans , qui entraîne toù^uïs 
de grandes longueurs et souvent de grandes difficultés 
dans l'exécution. Cette idée , mise au jour d'abord par 
Moheau, a été suivie avec assiduité pendant 6 années, 
parDuséjour, Gondorcet et Laplace ('*'). Ils s'étaient 
proposé d'appliquer successivement leurs calculs à cha- 
cune des 182 feuilles de la Carte de la France , par 
Cassini : ce travail s'étaidait à 149 feuilles, lorsqu'il a 
été suspendu. La révolution devait en avoir changé les 
ëlémens ; c'est pourquoi Laplace l'a recommencé en 
l'^gg. Le gouvernement a ordonné, en conséquence, 
de faire avec soin ^ dans 3o départemens choisis parmi 
tous ceux qui composaient alors la France , le relevé 



(*) Voyez les Recherches sur la ptopiUatiou delà France^ par 
Moheau, éd. de 1778, p. Sa, et les J^émoires de l'académie des 
Sciences f années 1,784—1789. 

Dans son premier Mémoire sur ce snfet ( jfcad. des Sciences ^ 
1783, p. 69(5), Laplace prend îi6 ponr le rapport moyen sar 
toute la France. Le dénombrement effectué fi Paris, de 1816 à. 1817, 
montant h 'ji3çfJ6 individus , et le nombre des naissances à aa4'ii,^ 
U en résalle nn rapport > que 3i>8_. 
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exact des naissances , mariages et décès , depuis l'^n 8 
jusqu'à Tan 11 ( du 2a septembre 1 799 au 22 sep* 
tembre 1802) , dans des communes de situations et de 
grandeurs variées ; il en est re'sulté : 

■ 

Naissances, Mariages, Décès, 

iioSia gai*çonS| 4^^ 7» loSôSg hommes, 
105287 filles, 9944^ femmes, 

et pour le montant de la population de ces mêmes 
communes, à la seconde époque , 2 087 61 5 individus. 
Par ces nombres, les naissances des garçons sont à 
celles des filles dans le rapport de 22 à 21 ; les ma*» 
riages aux naissances, dans celui de 3 à i4; enfin, delul 
de la population aux naissances annuelles, est de 28,353 
environ à i , ce qui portait à fyi 5oo 000 le nombre 
des habitans du territoire soumis alors au gouvernement 
français, et où le nombre des naissances annuelles 
s'élevait environ à i 5oo 000, (*). Laplace voulant 
ensuite se rendre compte de la précision qu'il devait 
attendre de tous ses soins, a cherché la probabilité 
c[ue cette évaluation ne serait pas en erreur dé 5oo 000 : 
voici la traduction de l'énoncé de ce problème , au 
moyen des formules analytiques: ; * 

En représentant pair m-f»n le nombre dés individus, 
compris dans le premier dénombrement , par n celui des 
naissances annuelles , qui est le ^ de la somme deà nais- 
sances des deux sexes, rapportées plus haut pour 3 an- 
nées , par j^ le nombre des naissances dans toute l'étendue 

du territoire de la France , p = r- — exprimera la 

population de ce territoire , en y comprenant le nombre 

(*) Théorie analytique des ProbabUitéSf^,'à^i, 



V 



^> 
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' f de naissances ; et par conséquent 



es, 






,(m,it) 



sera la probabilité que cette population se composera 
des deux parties - — IlL-i? — j et q. 

Si donc on forme une suite de termes semblables au 
précédent, en donnant au premier exposant toutes les 
wleurs comprises entre 



€t 



m 



/m + n\ 



le second exposant demeurant toujours ii-{~9) 
la somme de ces termes sera la probabilité que le dé- 
nombrement total conclu des naissances , pe s'écar- 
tera pas du véritable au-delà du nombre z, soit en ploS) 
aoit en moins (*). En faisant z =:= 5oo ooo , lés formules 



1161 



la 



approximatives de Laplace lui donnent — ^ pour 
valeur de cette probabilité | et en portant z à 700 000, 



i 



{*) Les cMnominatioi» employées par L«{flace «ont an pco 
diffcrentes de celles-ci : m -f- n répond hp,nkgfqhq^'yX doit 
4tre change en 1 — 4: , et récipvoqaemeiit. Laplaee ne détermine 
pas immédiatement la probabilité indiquée ci-dessas, mais sa coc« 
traire , en prenant z depuis 5oo 000 jusqu'à rinfini , et p^r un arti- 
fice d'analyse dont je donnerai une idée dans la note III. 
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la contraire de cetle même probabilité serait in- 
sensible. 

97. Dans tout ce qui précède , on a supposé que, 
pour la même hypothèse , la probabilité simple de* 
mentait constante , c'est-à-dire qu'on remettait chaque 
fois dans l'urne la boule qui en était sortie. Cette sup- 
position paraît applicable à la plupart des évènemens 
naturels, parce qu'on regarde leurs causes comme 
agissant toujours de la même manière , ou le rapport 
des nombres de chances également possibles comme 
constant. Condorcet , cependant , ne s'est pas restreint 
à ces considérations : il a fait l'énumération des hy- 
pothèses que comporte le sujet, et les a soumises 
à une discussion approfondie (*). Il en distingue trois, 
« i*'. celle où la probabilité est constante, où l'on 
» suppose chaque événement (simple) également pro- 
» bable , ou du moins la probabilité moyenne pour 
» chacun, déterminée d'une manière semblable (c'est 
» celle dont nous nous sommes occupé) ; a**, celle où 
» l'on suppose cette probabilité variable, mais indépen- 
» dante.du temps où les évènemens sont arrivés, et de 
» l'ordre dans lequel ils ont été observés ; 3°. celle 
». où on les suppose dépendans , ou plutôt pouvant 
» dépendre de cet ordre.. » 

La troisième hypothèse, comme la plus générale, 
devnCit être employée le plus souvent; car c'est un 
principe fondamental dans le calcul des probabilités, 
de prendre en considération tout ce qui n'est pas re- 
connu impossible. Or, ne peut-il pas arriver que les 
forces qui produisent certains évènemens se modifient 
ou s'altèrent , et que par cette raison leur possibilité 






{*) JUémoires de l'An^idémie iki Sciences y i^S, p.SJQ. 
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Jevienne plas grande ou moindre? Que s'ils résultent 
d'un développement successif , l'ordre de leur produc- 
tion, l'époque à laquelle ilsparaisse;iit, influent sur cette 
possibilité? Tant que ces suppositions ne seront pas 
formellement écartées par des lois positives bien cons- 
tatées y les probabilités déduites de la première hy- 
pothèse ne pourront s'étendre qu'à un temps limite et 
devront être calculées souvent sur de nouvelles obser- 
vations. On sent bien que les formules relatives aux 
dernières hypothèses sont hors des bornes prescrites à 
un Traité élémentaire: je renverrai donc, pour ce su- 
jet, le liSi^ur au Mémoire cité dans la note, et à la 3* 
partie de V Essai sur la probabilité des décisions, etc. 

Délenninùiion de la probabilité des causes {ou des 
hypothèses) par les observations* 

98. Lorsque l'on regarde comme poSj^ibles , dans 
la probabilité des évènemens , tous les rapports com- 
pris entre o et i , la probabilité de l'hypothèse corres- 
pondante à X est exprimée par 

^ > ^ 90). 

Cette fraction , dont le dénominateur a pour limite 

la quantité finie ^^'"^ (88) , est d^autant plus petite 

que m est moindre, et que par conséquent le nombre 
des hypothèses établies est plus considérable. Si donc 
on suppose ce dernier nombre, infini, m sera infiniment 
petit, et chaque hypothèse n'aura qu'une probabilité 
infiniment petite ; aussi n'est-ce point la probabilitéab* 
solue de l'une de ces hypothèses qu'on se propose de 
déterminer , mais les probabilités relatives , ce qui est 
irès facile , puisque si l'on désigne par x' une autre 
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bypotlièse, oH aara , suivant ce qaia «'lié dit dans le 
n** 1 3 9 pour la probabilité de la première bypotbèse par 
rapport à la seconde , 

mX*"(i — x)* x'^ii — xY 



exproisien où a disparait. 

La valeur de cette #Kpression (dépend de celle des. 
rapports jt et j/ ; et en la mettant sous la forme 



I -f-— — 7^ 



^(t — jr)* 

on Terra qu'elle approche d'autant plus de Tuiûté, 
que jr*"(i r- or)*' surpasse ar'"(i — x')" : elle atteindra 
donc la plus grande valeur dont elle soit susceptible, si, 
parmi tous les termes de la suite 

^«(t d)" y ^ (2«)'"(l 2«)*, etc. y 

on prend le jatM^ndre pour a:'*(i — a/)", et le plu» 
considérable pour «"*(i — «)■. Le premier ne peut 
jamais être nul, tant que l'un des nonabres m, n 
n*est pas nul. 
Quant au plus grand terme , on trouve , par le 

calcul différentiel, qu'il répond k x= ■ , c'est- 

71 • 

â-dire que cette valeur, d'où il suit i-p-ar = — ■ — , 

rend le produit x^{i — x)* plus grand que toute 
autre valeur qu'on voudrait assigner à x. Ce résultat 
est bien remarquable , puisqu'il nous apprend que la 
plus probable de toutes les hypothèses est celle où 
les probabilités simples- des évènemens A et B sont. 



' / 
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égales aia rapport du nombre de fois que chacun de 
ce» évènemen» est arrive', avec leur nombre total; il 
rentre d'ailleurs dans la proposition dun* ag, quoiqu'ï 
soit appuyé sur des considérations beaucoup plue gé- 
nérales. 

99. Cette même hjrpothèse , outre quelle jouit de 
la plus grande probabilité relatii^e, peut encore être 
regardée comme s* approchant sans cesse de la rfén- 
table probabilité j à mesure que le nombre des obser^Or 
lions devient plus considérable, c'est-à-dire qu'en assi- 
gnant à ce nombre une augmentation convenable , on 
peut obtenir une probabilité aussi voisine de runité 
qu'on voudra, que la vérttàole valeur de x sen 
comprise entre 

m . '771 

— + c et r— — c , 
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la quantité c étant aussi petite qu'on voudra. L'ex- 
pression de cette probabilité , se composant de la somme 
des probabilités correspondantes aux diverses valsufs 
que l'on peut assigner à x entre ks limites indiquées 
ci-dessus, sera évidemnifent 



b -a 



S. 



{«h») 



(89), 



en faisant, pour abréger , 



771 771 . , 

«7 _ > :^ +csxzb; 



771 -f- 71 ' 77t-f- 71 

mais comme on y suppose que 771 et n sont de très 
grands nombres , il faut , pour en trouver la valeur, 
faire usage des formules approximatives et du calcul 
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mtégral (voyez note III) ; c'est pourquoi U d^moos'- 
tration de la proposition énoncée au commencement 
de cet article ne saurait trouver place ici : je ferai 
seulement remarquer que cette proposition est analogue 
à celle dun? 33 , et appuie sur les considérations très 
générales qui servent à la détermination des probabi- 
lités à posteriori, le théorème fondamental que Jacques 
Bernoulli n'avait prouvé que dans l'ordre des probabi- 
lités déterminées à priori. 

100. On voit aussi 9 par ce qui précède , que si la 
probabilité d'une hypothèse en particulier , est inassi- 
gnable , celle d'un ensemble d'hypothèses comprises 
entre des limites dont la différence est finie , a une 
valeur finie , puisque telle est celle de l'expression 

I Jf a 



S 



(OT,n) 



I 



dans tous les cas où 6 — a est une quantité finie : cette 
remarque est bien importante. Quand , par exemple , 
on observe une supériorité constante dans le nombre 
de fois qu'un événement se montre , sur le nombre de 
^ fois où se montre l'événement contraire , on est porté 
à croire que la production du premier, est d'une faci-* 
lité plus grande que celle du second , ou qu'il y a 
une cause qui détermine plutôt l'un que l'autre, ou 
enfin, ce qui est encore la n^ème chose, que laprobabilité 
simple du premier événement surpasse !• Mais cette 
croyance, qui p'est d'abord qu'un simple aperçu, se 
fortifiant à mesure que les évènemeas se reproduisent 
dans le m^e ordre de fréquence , est susceptible d'être 
appréciée, en déterminant, d'après le nombre des ob- 
servations , la probabilité que la valeur de x est com- 
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prise entre ^jCt. i , ce'qai se fait par le «iiojen de 
l'expression 

• —1 * 



i 1 



loi. Ces formules ont une application très curieuse, 
par rapport aux naissances. Arbuthnot ayant remarqué, 
sur les listes des naissances arrivées à Londres depuis 
1S29 jusqu'à 1710, que le nombre de celles des garçons 
s'écartait peu du nombre de celles ées 611es, et pensant 
apparemment qu'il ne pouvait pas exister de loi pri- 
mordiale qui maintînt ces nombres entre des limites pea 
différentes de l'égalité, voulut voir dans cette prétendue 
égalité un miracle continuel. Nicolas BernouUi , au 
contraire , frappé des différences assez sensibles qui se 
trouvaient entre ce^ npmbres , et de ce qu'il y avait 
toujours plus de garçons que de filles , y vit avec raison 
l'indice d'une plus grande possibilité dans la naissance 
des enfans du sexe masculin que dans celle des enfans 
de l'autre sexe, le rapport du nombre des unes au 
nombre des autres étant — (*). Pour le prouver, il 
montra qu'en supposant un dé à 35 faces, 18 noires et 
17 blanches, jeté 14000 fois, il y aurait une probabi- 
lité supérieure à ^, que le nombre des faces noires 
amenées ne s'écarterait pas au-delà de i63 , soit eo 
plus, soit en moins, du nombre 7200, égal aux ^ 
de celui des jets : |il n'était donc pas surprenant que 
sur 14000 naissances, le nombre de celles de chaque 
sexe ne différât pas davastage de la proportion assi- 
gnée par la probabilité simple , savoir, 7200 garçons 



(*) Analyse des Jeux de hasard, par Mootmort, p. 388. 



J 
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et 66do Mes» {f^oyez à ce sujet la note I.) Le fait s'^taînt 
ftotttentt , a été constaté 4e iK'uyeaUr dans la plupart 
des états de TEurope. Daniel BernoulU «^en est oc*^ 
Gupé ('*') , et enfin Laplace l'a traité par les formules 
directes, celles de l'article précédent. 

De 174^4 17849 les registres des. naissances de Paris 
donnent 393 386 garçons, 377 555 filles^ nombre dont 
le rapport est à peu près ~|, moindre que ff qu'on 
trouve par les registres de Londres, depuis 1664 jus-^ 
qu'à 1 7^ inclusivement , et que fj donné par ceux du 
royaume de i^'aples ( non compris la Sicile ) , depuis 
1774 jusqu'à 1 781' inclusivement aussi. Cependant, 
par les deux premiers nombres , les formules approxi-^ 
matives ont donné à Laplace , pour la probabilité que 
X surpasse \ , l'unité moins une fraction au-dessous de 
l'unité divisée par un nombre de 78 chiffres ( ** )* 
tJn petit excès dans le nombre des répétitions d'un évé- 
nement, sur celui des répétitions de l'événement con- 
tradictoire , a donc suffi , par sa constance , p6ur faire 
croître avec une immense rapidité là probabilité qui 
assigne une facilité plus grande au premier qu'au se-* 
cond ; et plus les observations se multiplieront , en 
conservant les mêmes relations de grandeur, plus cette 
probabilité augmentera (***). 

r 

(*} Noui Comment, uicad. Petrop.^ i. XIV, pars i», et t. XV. 

(**) Théorie analytique des Probabilités , p. 377* 

{**^) De ttonveites comparaisons faites sur les registres des nais- 
sances dittis toute la France, depuis 1817 jusqu^à 1826 ioclnsivc- 

16 
ment , ont donne à M. Poisson , -= pour le rapport des naissances 

des garçons à celles des filles ; résultat sensibiement fUnê grand 
que celui -qne j'ai cité plas haut. M. Poisson a, déplus, remar- 
qué cette circonstance siagalièrc, que le même rapport est senlc< 

3* édition. 12, 
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\o:x, La formule du n** 99 se ûmplâûe beaucoup , 
lorsqu'il n'est arrive' que des éyènemens d'une seule 

espèce. Dans ce cas , S^^ devient 

^1 -(m +1)2--^" ^' ' =mH-i^^9'- 
on a donc 



a"*"*** a"****' 



pour la probabilité' que celle de l'e'vènement constam- 
ment observe est supérieure à ^« 

On peut d'abord appliquer ceci à Vun des phe'no- 
mènes les plus remarquables du système du monde » le 
sens uniforme dans lequel les planètes principales et 
leurs satellites font leurs révolutions autour du soleil. 
En regardant le mouvement de chacun de ces corps 
comme le renouvellement du même fait, la répétition 
de ce fait indique une cause qui a déterminé la di- 
rection d'occident en orient , préférablement à la di- 
rection contraire. Si l'on n'applique la calcul qu'aux 
planètes principales , afin de n'y faire entrer que des 
circonstances rigoureusement semblables , on prendra 
msssiiy et il viendra 



31 
ment de — pour les enfans nés hors mariage. Enfin , si i'oa 

. . ■' afi' 

considère se'pare'mcnt les naissances à Paris , on trouyc •-= pour 

3o 
les en fans légitimes , et — pour les enfans natorels. ( Voy. ï^jin- 

nuairc de i8a5, et le tome IX des Mémoires de VAcadénnt 
des Sciences de l'Institut de France y p. aSg. ) 
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pour la probabilité de Texistence d'une plus grande 
fietcilité de ce mouvement d'occident en orient, que dans 
le sens contraire. On aurait eu un re'sultat beaucoup 
plus fort, en joignant aux planètes principales les satel- 
tites connus, qui sont maintenant au nombre de iS, 
et un résultat encore bien autrement près de Tunité, si 
Ton eût regardé comme dépendant de la même cause 
le sens unifl>rme dans lequel s'exécutent les rotations 
observées dans une partie de ces corps. 

Quelques auteurs ont évalué cette probabilité d'une 
manière un peu différente , en partant d'ailleurs du 
principe posé dans le n^ 86^ mais en se bornant à 
comparer le cas où il existerait une cause absolue , 
avec celui où les deux sens opposés seraient paie- 
ment possibles , ce qui re'duit les hypothèses à deux , 
donnant pour l'événement anivé , l'une, la certitude 

représentée par l'unité , et l'autre , la probabilité — j-^, 

La probabilité de la première hypothèse serait donc 
alors • 

1 2" 2047 

" a" + I ~ 20^' 



sU'on ne faisait entrer dans le calcul que les planètes prin« 
cipales. Cette dernière fraction est moindre que la pré* 
cédente ; mais je crois que les considérations dont elle 
est déduite sont trop particulières. £n ne s'attachant 
qu'au sens du mouvement , on ne trouve , il est vrai , 
que deux chances ; mais doit-on les supposer également 
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possibles y quand on ignore complètement de quelle 
manière le mouvement a e'té imprimé ; et ne se peut*il 
pas qu'au lieu d'être un eiïist simple, sa direction soit 
le résultat du concours de diverses diances qu'il faut 
supposer, par conséquent, dans tous les rapports pos- 
sibles avec celles qui auraient donné la direction con« 
traîre ? 

Les limites étroites dans lesquelles sont renfermées 
les inclinaisons des orbites des planètes anciennement 
connues , qui n'occupent dans le ciel ^lu'une aone d'en- 
viron 1 5 degrés de largeur, fournissent ausat une grande 
probabilité pour attribuer tous les mouvemena de ces 
corps à une cause unique ; mais la découverte de la 
planète Pallas , dont l'orbite est iucliné^ de plus de 
34 degrés par rapport à l'édiptique, doit OMMlifier 
un peu cette probabilité, que chaugerait encore la 
découverte de corps qui , s'écartant davantage de V^ 
cliptique et parcourant des orbites plus ezceatrîques ^ 
formeraient le passage des planètes aux comètes , dont 
les mouvemens ont lieu dans tous les sens et sous toutes 
les inclinaisons, 

io3. La formule employée dans l'article précédent, 
trouve aussi son application dans une question agitée 
par les philosophes des siècles passés et du nôtre , celle 
de la liaison des effeis aux causes. Les uns , comme 
Hume , ont nié que nous eussions aucun motif solide 
pour supposer une dépendance entre deux effets qui 
se suivent ou s'accompagnent constamment. Les autres, 
impoitufiés par ce scepticisme dont les conséquences 
devraient s'étendre sur nos actions les plus fréquentes 
et les plus nécessaires , ont affirmé qu'un sentiment 
iatime, une loi de notre CHrganisatioii intellectuelle, 
nous forçait de rapporter chaque effet à une cause 
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que ncMiSr iroift?ioâs toujours dans celui qui précédait. 
D'auti:es enfin , craiguant de trc^ multiplier ces lois de 
rintelligence, ces faiU< primitifs qui ressemblent assez 
aux idées Innées , ont pensé que la considération des 
divers degrés de probabilité, non-seulement expliquait 
le phénomène moral, mais pouvait donner la mesure de 
la confiance que nous attachons oju que nous devrions 
attacher à nos connaissances. Ils ont évité ainsi de 
tomber dan^ lepyrrhonisine et le dogmatismeabsohis, 
^ doctrines également absurdes, mais dont la seconde, 
qui a tant de fois servi l'avidité et Tambition de cer- 
tains hommes^ et qui flatte la paresse de tous , est 
infiniment plus dangereuse que la première, toujouri» 
renfermée dans les bornes de la spéculation,, puisque 
après la dispute la plus animée sur l'existence de^ 
corps, le plus déterminé pyrrhonien n'entreprendra 
pas de sortir de sa chambre à travers la muraille. 

Cette doctrine moyenne , que r<Mi pourrait nommer 
scepticisme gradué, proposée d'abord par Helvétius (*), 
a été fortement recommandée par Gondorcet , comme 
la seule qui pût échapper à toutes les difficultés , parce 
qu'elle reposait en tièremen t sur l'expérience, d'où toutes 
nos idées tirent leur origine. Il y est revenu souvent 
dans ses ouvrages ; mais Mendelshon paraît avoir, le pre- 
mier, appliqué spécialement la probabilité à la liaison 
des effets aux causes , dans un Traité sur l'évidence , 
couronné , en i ^63 , par l'Académie de fierlih. Voici 
comment il raisonne. 

« Si nous avons expérimenté une seule fois que 

*» deux faits, ^ eti?, se suivent immédiatement, il 

*» se présente pour nous trois suppositions : ou que ^ 

^ ait son fondement en B y ou que A gX. B aient leut 

(*) Duns une uote da i^r chapitre du i^r Discours de VEspriu 
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» fond^nent commun dans une troisième cause €, on 
n que chacun des deux dépende enfin d'une cause iso- 
n lée ou indépendante. Dans les deux premiers cas , 
» ils devront reparaître toujours à la suite l'un de 
» l'autre ; dans le troisième,. . . leur rencontre sera l'effet 
n du hasard : ils pourront se trouver aussi bien séparés, 
» éloignés, que réunis... (*). » On voit déjà qu'en ad- 
mettant l'influence de la répétition du jugement de pos- 
sibilité sur notre esprit ( 5 et 6 ) , il doit être porté 
à supposer une liaison , soit immédiate, soit médiate, 
entre A etB. « Donc, s'ils se reproduisent de nouveau, 
» si, en se reproduisant , ils paraissent constamment 
» réunis , il devient vraisemblable que cette réunion 
» a son principe dans Tune des deux premières hypo- 
» thèses. Plus la répétition aura été fréquente, la rerf- 
» contre des deux faits étant constante, plus cette vrai- 
» semblance augmentera; elle ira croissant ainsi jusqu'à 
» l'infini. » Voyons comment le calcul justifie cette 
dernière assertion. 

1 04. On a observé un grand nombre de fois de suî te l'ap- 
parition consécutive ou simultanée des faits A et B; la 
probabilité que cette apparition jouit d'une grande pos- 
sibilité, s'obtiendra en cherchant la probabilité de l'hy- 
pothèse par laquelle le rapport des chances qui établis- 
sent le concours de l'un avec l'autre, diffère très peu de 
l'unité ; et pour rendre la chose plus sensible , on peut , 
ce me semble, énoncer ainsi la question ; On a tiré 
d^une urne (avec l'attention de les y remettre chaque 
fois ) un grand nombre de billets marqués AB ; s^il TLjf 
en avait que de cette sorte , F apparition simultanée des 
lettres A et B serait nécessaire; mais c*est ce qu'on 

C*^) Histoire comparée des systèmes de philosophie , pav 
M. Dcgc'randOy i>^* cdiiba , 1. 11^ p. i5i eisuiv. 
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ignorera tant que tous les billets ne seront pas tirés : on 
demande donc quelle est la probabilité que le rapport 
du nombre des billets de V espèce de ce^ux qui sont sortis, 
4iu nombre total des billets , est compris entre des li^ 
mites données ? 

Soit m le nombre des billets, a une fractioik assez 
voisine de Tunite' ; la probabilité que le rapport inconnu 
tombe entre aei ly aura pour expression 

et nommant P cette probabilité, il viendra 

P==i— «"•+•> (89), 

a étant ^i 9 la valeur de a"**^* pourra être rendue aussi 
petite qu'on voudra y son décroissement^ qui ne sera pas 
d'abord très rapide, si a di£fîère peu de Tunité , le de- 
viendra dès que le nombre m sera très considérable. 
Soit , par exemple , 

I 000 00a 



1 000 001 



et qu'on rélève à la 1 00 000 000* pmssance, on trouvera 
facilement, par le moyen des logarithmes, quç cette 
puissance est «gale à l'unité divisée par.nn nombre de 
44 cliiffres ; et comme c'est la probabilité contraire à 
celle qu'on cherche , on jugera par là combien cette 
dernière approche de l'unité. 

Si l'on se donne P et qu'on prenne a pour incon- 



m-Hi 



nue, on obtiendra a = V^ 1 — P. En faisant seule- 



r 
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ment Psas^, m élant toujours loooooooo, on 
trouvera 

environ ; fraction qui diffère bien pea de Fimité ; et 
ce rapport du nombre des bîUets niarqiiés AB au 
nombre total, sera la limite qui sépare les rapports 
probables de ceux qui ne le sont pas (9) ; en sorte 
que celui qui est un peu moindre sera déjà probable (*), 

Ces résultats peuvent donner une idée de ce que 
doit être , quand on Tétend à la suite des siècles connus 
et à toute la terre, l'expression numérique de la 
probabilité de la dépendance des phénomènes tels que 
la rencontre des corps et le déplacement qui en est la 
suite , si prodigieusement répétés dans un seul jour et 
dans un seul lieu. 

La probabilité qu'il y a très peu de chances con«- 
traires à la permanence du mouvement de la terre, 

C") Si Ton n'a pas de Tables de logarithmes assez étendues pour 
effectuer ce calcul, on peut employer la formule 

, « la , «• Z'JaN» . 
I l« i.a \lej ' 

(CompL des Élém, d^Algèh,) 

dans laquelle le = 0,43439 : il faudra y changer a en 1 — P, 

X en ■ ^ ' ■ et quand le nombre ïw -f. 1 sera très grand , les 

de«z premiers termes suffiront. Dana Pexemple ei-desmis» ou 

1 — jP = - 1 on aura 



m-fx ^ 



I 3o 


1 3 


TO-M p'"''" 


lOOOOOOQI *4' 



environ. 



r 



WSS PROfiÂBiLlTÉS. l85 

est déjà très coiksîdérable «piand on lu ccmelatda nombre 
de leTers et de couebev» du soleil , comptés depins les 
temps le» plus recalés ; mais elle devient bien plu» fot te 
encore quand on a égard aux lob cmmne» des mouve- 
mens de notre ^obe , parce qu'alors la conformité des 
positions observées , avec les positions calculées y doit 
être regardée comme fournissant ;de) nouveaux faits , 
dont le nombre est presque infini. 

Il s'en faut de beaucoup y sans doute , que les faits 
soient aussi multipliés , par rapport à d'autres liai- 
sons regardées comme des lois de la nature ; ni que 
la plupart de nos inductions soient établies sur de 
tels fondemens ; mais il faut bien prendre garde à 
Tiofluence qu'exercent les fai^ les plus répétés, par 
rapport à ceux qui le so^t moins. Dès que les pre- 
miers nous ont fait acquérir le sentiment de la con»* 
tance des lois de la nature, nous l'étendons à tout 
ce qui se passe sous nos yeux ; et pour tous les cas 
avec lesquels nous sommes familiarisés , notre con- 
fiance dans la liaison des efiets aux causes, passant 
en habitude, peut encore croître, par cette raison, 
beaucoup plus rapidement que la probabilité indi* 
quée par les calculs précédens ('*'). 



('*^) Dans la rigqeuT des termes, ce qui précède nVtablit que la 
probabilité d'une succession constante entre deux phénomènes, et 
e'est aussi k quoi le célèbre physicien Leslie pense qu'il fanC 
réduire, coflime le Teut Hume, tout ce qu'implique pour nous la 
relation de cause et d'c£fet. Il en appelle même au langage ordinaire 
soumis k une critique rigoureuse (Inquiry into the nature and 
propagation of heat, p. 5li , note XYl, ou Edinburgh Het^iew, 
7* vol., i8«5 k 1806, p. 1 13 — laa. Voy. aussi Lectures ofPhysio^ 
logy, Zoologfj and tfie JVatural History ofman by Lawrence* 
lecture III, p. 78). Il est d'ailleurs évident que l'idée d'une telle suc- 
cession suffît pour la conduite de la vie. {J^oy. mes Essais sur l'En- 
feignetnent, 3« édition ^ p. 367.) 
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De plus y le but essentiel de nos observatioas étant 
de prévoir ce qui doit arriver, la probabilité de la pro« 
duction d'un nouvel événement semblable à ceux qui 
ont déjà été observés, est celle qui nous intéresse le plus, 
parce qu'elle peut servir à régler notre conduite ; or, 
pour celle-ciy le calcul prend une marche beaucoup plus 

rapide ', car l'expression — -r— • (86) diffère bien peu de 

Funité, lorsque m est un peu grand. Cette proposition, 
le soleil se lèvera demain, par exemple, en prenant 
pour point de départ une époque reculée de 6000 an», 

a maintenant une probabilité éaale à — ^— = — • Si 

'^ "2 igi 002 

Ton embrasse un interdite de plus d'un jour, la pro- 

+ • 

uamui» , aonnee aiors par ia lonnuie ; — , va sans. 

* w+p-f-i 

cesse en décroissant , et peut devenir très faible ; inaîs 
cette conséquence n'a rien qui choque la raison , puis- 
que Tavenir peut développer des lois qui nous sont en- 
core inconnues (*).. 



(*) Bertrand, de Genève (Défeloppemens nouveaux de la 
partie élémentaire des Mathématiques, t. |, p. 4i8), a traite 
aussi la question précédente, mais par la considération des proba- 
bilités h prtorê seulement ; et il a pris pour la probabilité «impie 

de Tévènement ^observé, celle qui donnait - pour la probabilité dç 

la répétition de cet événement m fois de suite, parce que P hypothèse 
de cette probabilité ne Jat/orise ni ne défavorise la production de 
la série d'éuènemens observés. Suivant ce mode, on a 

Jt" ar - , d'oii X = ; 

2 » 

et comme^ par cette expression , plus m augmente, pins x approclie 
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I o5. OnTie manque donc point de motifs suffisans pour 
appuyer la le'gitimite'des conclusions dupasse à l'aVenir; 
et c'est eu cela que consiste le pouvoir de l'analogie ; 
maïs n'est^il pas arrivé qu'en se livrant trop à ce pou«>. 
voir, les sa vans, aussi bien que le vulgaire , soient tom- 
bés dana l'erreur, et aient basardé des assertions pré- 
maturées ? Cependant ils ne pouvaient suivre d'autre 
voie pour découvrir la vérité. Que l'on examine avec 
attention , soit les règles de Descartes , soit celles de 
Newton, rapportées dans la note de la page 2, y verra- 1- 
on autre cboseque le soin de faire l'énumération la plus 
exacte possible des faces d'une idée ou des combinai- 
sons de plusieurs faits? Lorsque l'énumération sera com- 
plète , que la dépendance 9 se trouvant la même dans 
tous les cas, sera nécessaire , il y aura certitude , soit 
pbysique , soit intellectuelle , au moins pour chaque 
partie indivisible du raisonnement , ou chaque fait en 
particulier (i et 3). Hors de là , on ne peut plus que 
balancer les cas favorables à l'analogie avec les cas 
contraires ; et s'il ne s'en présente pas d'abord de cette 
dernière espèce, rien ne garantit qu'il n'en arrivera 
point. L'hypothèse qui explique complètement un grand 
nombre de faits n'est donc encore que probable, et le 



de l'unicë, plas aussi on doit 8*ai tendre & rapparicioa d'un evcnemcnt 
pareil & ceux qui oo( déjà en lieu. 

La formule de la note de la page i8| donnerait, dans le cas de m 
nnpeu grand, 

3 
i 3 4 

ni ^ m 

ce qui ne diffère pas beaucoup de — — - } mais Bertrand n'a consi- 
dère' qu^nne seule hypothèse, au lieu que la méthode directe les em- 
brasse toutes. 



l88 TRAITÉ ÊLBMEVTAIAE 

calcul apprécie 1^ degré de confiance (|tt'elle raérile ; 
mais tant que les faits ne seront pas tous observés^ 
tous mesurés avec la plus grande précision , aucune 
hypothèse ne se changera en véritable théorie s les plus 
heureuses ne seront que des méthodes artificielles pour 
lier par une seule formule , ou comprendre dans une 
seule expression , la dépendance d'un nombre de faîta 
plus ou moins grand. 

io6. Tels étaient les principes d'après lesquels Con- 
dorcet, plaçant la certitude absolue seulement dans 
la conscience d'une sensation actuelle, et dans la 
perception instantanée et avec pleine évidence de la 
convenance ou de la disconvenance de deux idées, 
donnait pour fondement au reste de nos connaissances 
notre tendance générale à croire au retour des faits que 
nous avons observés plusieurs foîÉi sur nous-mêmes ou 
sur Içs autres objets (i et 2), et faisait deux classes de 
probabilités, la première comprenant celles dont la 
différence avec l'unité est inassignable , mais tellement 
petite qu'il serait superflu de la calculer, et aux- 
quelles nous acquiesçons par une habitude dont nous ne 
nous rendons pas compte, comme nous le faisons, ou du 
moins, comme nous devrions toujours le faire pour les 
probabilités de la seconde classe i^). Ainsi s'établit une 
gradation non interrompue, depuis les propositions qui 
n'admettent aucun doute , jusqu'aux plus incertaines. 

{^) A la tét« des probabilités de, la première classe se trouve celle 
qui foude notre croyance à l'existence des corps, ou notre ce per- 
» suasion que le système des sensations qui sont excitées en nous 
j» dans an instant , se repre'scntera constamment de même dans 
•» des circonstances semblables, ou avec de certaines, différences 
)> liées constamment au changement des circonstances. » {Essai 
sur l'application de V Analyse à la Prohabilité y etc. , Discours 
préliminaire , page xij .} 
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Cette manière d'envisager nos connaissances donne une 
base solide au scepticisme « qui, dans les écoles 
«i grecques , avait dégene're' en un ridicule charlata-* 
» nisiiie ; mais qui , chez les modernes , dégagé de ces 
» aubUlitës pëdantesques , est devenu la véritable phi* 
» lo^opiiie y et qui consiste, non à douter de tout, mais 
» à peser toutes les preuves , en les soumettant à une 
à rigovreuse analyse ; non à prouver que l'homme ne 
• peot rien connaître, mais à bien distinguer et à 
n ^Jioisir pour objet de sa curiosité ce qu'il est possible 
» de savoir (*) . » 

loij. La théorie mathématique concourant, avec les 
simples aperçus du bon sens et avec les résultats de 
Texpérience, à prouver que les lois de la nature peuvent 
se reconnaître, au moins à la longue, dans la succes- 
sion des faits qui en sont les conséquences nécessaires, 
il s'ensuit que dans les questions dont les élémens sont 
trop compliqués pour en épuiser les combinaisons , en 
parcourir tout l'enchaînement , il faut interroger la na- 
, tare, compter et comparer les faits, enfin juger à 
poslerion de ce qu'il est impossible de prévoir. Telle 
est la base et le motif de l'application du calcul des 
probabilités aux sciences physiques , morales et poli- 
tiques. 

Cette application conduira toujours à des résultats 
utiles, ou maintiendra dans ce doute salutaire qui 
prévient les erreurs dangereuses, lorsqu'on la fera 
avec circonspection, c'est-à-dire en distinguant avec 
soin les faits , d'après les diverses circonstances qu'ils 
présentent, afin d'éviter de rapporter à toutes ce qui 
ne convient qu'à quelques-unes, de confondre les points 

(*) ÉUgfi de Fra4iklitt , OEtwres de CondoTçttt, tome IV^ 
page 94- 
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de vue qui dourent être séparés, et de rendre gène'-* 
raies des conclusions qui ne sont vraies qu'entre cer- 
taines limites. Ce sont là les reproches que Ton peut 
faire quelquefois avec raison à des calculs très 8a-> 
vans, mais dans les résultats desquels on ne trouve pas 
une grande évidence, ni une utilité bien prochaine. 
Mais que Ton y prenne garde ; c'est parce que , faute 
de données, on a été obligé d'appuyer ces calculs sur des 
suppositions souvent très détournées , que leur marche 
est devenue si compliquée et leur résultat si incer- 
tain. Un nombre suffisant d'observations dégagées de 
toutes les circonstances étrangères aux conséquences 
qu'on cherche, offrira toujours un moyen aussi simple 
que sûr de découvrir ces conséquences , ou d'en me- 
surer l'étendue et la valeur, et par conséquent d'appré- 
cier les combinaisons qui les ont amenées. 
' De simples registres, fidèlement tenus, suffiraient 
pour reconnaître l'effet d'un impôt, par les variations 
qu'il produit dans les salaires et les consommations ; 
celui des règlemens commerciaux , par le mouvement 
des importations, des exportations, le progrès des ma- 
nufactures, la culture des terres. 

On peut juger aussi d'un système d'instruction, parle 
recensement des sujets qu'il aura produits après un 
certain nombre d'années ; d'un système de législation 
civile , par le nombre de procès qu'il aura engendrés ou 
prévenus ; d'une législation criminelle, par le nombre 
des coupables condamnés ou absous et repris. Mais 
pour qu'on puisse tirer parti de ces observations, il 
faut que l'épreuve du système soit continuée , que 
les résultats en soient recueillis avec impartialité, pour 
être comptés avec exactitude. Je dis comptés ; car 
lorsqu'on n'en vient pas là , on tombe presque toujours 
dans des déclamations vagues. Il n'y a pas de mesure 
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de gouTemement qui ne lèse un assez grand nombre 
d'inte'réts particuliers; et si les hommes qu'elle attaque 
ont du crédit y savent parler ou faire parler pour eux, 
la mesure la plus utile à la masse générale de la na- 
tion ne peut pas subsister ; quelques inconvéniens rele- 
vés avec force ou avec adresse la font révoquer, tandis 
qu'une énumération exacte de ses effets aurait rendu 
incontestable la supériorité de ses avantages sur ses in- 
convéniens. En s'écartant de ce procédé, on a pu 
même Tattaquer de bonne foi. 

Pour donner un exemple de ces jugemens vagues 
qu'on porte par de simples aperçus , sur des objets 
susceptibles d'une évaluation précise, je rapporterai le 
beaii résultat obtenu par M. Duvillard, dans son jéna^ 
Ijrse de V influence de la petite vérole sur la mqrialiié 
(p. lo). Il a démontré, d'après les Tables de mortalité, à 
Genève , à La Haye et à Berlin , que p€issé Vdge de 
3o arts, la petite vérole est d autant moins dangereuse 
pour ceux qui ne Vont pas encore eue, qu'ils sont dans 
un âge plus aisance. L'opinion commune est contraire 
à ce résultat, et il est aisé de sentir comment elle a pu 
s'établir avant qu'on ait fait l'observation exacte du 
nombre des morts causées par la petite vérole con- 
tractée a différens âges. On a été d'autant plus frappe 
de ces morts , qu'elles sont arrivées plus loin de l'épo- 
que ordinaire de la maladie. L'importance , pour la so- 
ciété , des personnes qu'elle lui enlevait , et un danger 
qu'on était porté à regarder comme particulier à la 
jeunesse , ont beaucoup agi sur l'imagination des spec- 
tateurs : alors des impressions purement morales sont 
venues se mêler à un jugement où ne devait entrer qc^ 
le calcul. Ce qui est arrivé ici a encore bien plus de force 
dans toutesles circonstances où les intérêts et les passions 
sont violemmeiït agités ; aussi , pendant long-teiiips , 
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n'est-ce guère que dans ceqaî r^urde laiaotrtalilé des in* 
^iTÎdiuet leur niuUlplicatioiiy qu'on a reGueilli les faits 
avec quelque suite i c'est doue daasces faits qu'au grand 
nombre des auteurs qui ont écrit sur l'économie poli- 
tique, a cherché la mesure pour évaluer le mérite des 
systèmes divers d'administration et de gouvemenaent } 
et par cette raison, je donnerai, avec quelque détail, 
la maniée d'y appliquer le calcul des probabilité»* 

Détermination des probabilités de la vie humaine. 

1 08. La formation des Tables de mortalité serait très 
simple , si Ton pouvait trouver sur les registres des dé- 
cès, ceux d'un grand nombre d'individus choisis sur 
les registres des naissances , et par ce moyen , déter- 
miner combien il en reste à la fin de chaque année (^. 
Malheureusement un tel procédé, le seul rigoureuse- 
ment exact, est rarement praticable; car les résul- 
tats de ce genre ne pouvant mériter quelque con- 
fiance, qu'autant qu'ils sont déduits d'un grand nombre 
*de faits , si l'on s'attache à un lieu d'une faible po- 
pulation , il faudra dépouiller les registres d'une lon- 
gue suite d'années, pour suppléer à la quantité de 
naissances simultanées que peut fournir une ville con- 
sidérable ; mais dans l'un et l'autre cas, qui est— ce 
qui oserait entreprendre de suivre chaque individu à 
travers les changemens de domicile, les émigrations, 
l*imperfection même des registres et la foule des noms 
répétés, qui seule pourrait' occasioner très souvent 
beaucoup de confusion ? Et puis , comme on le verra 



(*) Théorie analytique; des Probabiiités ^ page 388. 
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i)ientôt , et comme il est facile de le prévoir, le. temps 
influe sur les probabilités de la vie hHmstine , soit par 
les changeraens politiques , soit par le perfectionnement 
qu'apporte dans le régime et la police civile le pro* 
grès des lunûères : les Tables foimées sur des observa- 
tions qui embrassent un trop grand intervalle de temps 
ne sauraient donc convenir ni à l'époque où remontent 
les premières, ni à l'époque présente. Voilà bien des 
difiSicultés qui rendent la méthode indiquée ci-dessus à 
peu près impossible à suivre, excepté dans quelques C4is 
particuliers dont il sera fait mention plus loin ; et 
aussi est-ce d'une tout autre manière que la chose s'est 
faite. 

. La plus ancienne Table de mortalité que Ton con- 
naisse est celle que Halley a déduite des registres de 
la ville de Breslaw en Silésie , et qu'il a publiée dans 
les Transactions philosophiques y en 1698. Il fît choix 
de cette ville , parce que le nombre des naissances et 
celui des morts y différant très peu , il pensait que la 
population s'y maintenait à peu près dans un état 
stationnaire , et qu'en conséquence les pert^ qu'elle 
faisait en individus dans les divers âges , étaient sensi- 
blement proportionnelles à la mortalité , pour chacun 
de ces âges , ce qui faisait qu'on pouvait regarder les 
individus décédés chaque année, comme s'ils fussent 
tous nés la même année , et leurs âges respectifs, comme 
indiquant lamanière dont s'éteindrait successivement un 
pareil nombre, d'individus ayant commencé leur vie si- 
multanément. Halley réunit donc le nombre des morts 
arrivées depuis 1 687 jusqu'en 1691 , à Breslaw, distribua 
ce nombre suivant les âges ; alors retranchant du pre- 
«nier nombre celui des enfans morts à i an , le reste in- 
diqua le nombre des survivans, desquels il retrancha 
ensuite le nombre des enfans morts à 2 ans, pour ob- 
2^ édition, i3 
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tenit tiid«& des «arrirans^ et aisai de tiiite } et ly&B ite 
fheiliter If» «aiéalf .9 il rédubift tes djt¥Mt 4M>mtew 
proportionndlemciii 4 roop, pf^r tequel il fepi^RtU 
téké des «afkns de i an. 

La ccAMnodkté de ce procède' supplée bien i ce 
qui lui tHAuque du «6«é de TexatiiUide, parce qn'oa 
en peut répéter frécpiemment Tapplicaiioa ^ 4t « «on»*- 
pensant par la -variété des lieux et de3 époques» Ul^ 
erreurs anx quelles il est sujet, arriva è d^s tateufp 
moyennes ^uftsammient approchées pour présenter dé» 
résultats intéressans. Siusrt en a fait usf^ pour U yille 
de Londres , Dupré de âaint^Manr pour celle de PAriSt 
et il a été appliqué à presque toutes les capitales ^ A 
beaucoup d^uttes lieux. Mais dans plusieurs Tables, 
dans celle de Dupré de Saint- Maur, par exemple ^ U 
s'est glissé d'assez grandes inexactitudes ^ paren que 
rage est très s<iavent fautif dans les actes dû déeès : U$ 
personnes qui Fiadiquent , mi le savent mal , <q« ne 
donnent que le nombre rond le plus appocbadt i fkvm. 
on trouve souvent 60 ans où il auiait fallu 5q ou S8^ 
et de là résultent dans le premier de ces âgée plas 
de décès en iqipeiNence qu'il n'y en a eu réeUem^nt 
Cette inexactitude est aisée à remarquer > par li 
marche trop inégale des nombres qui doivent se 
succéder dans la Table ; eS il faut tâcher de Les 
corriger de la manière la plus vraisemblable, en 
régularisant les différences t c'est ce qu'a fait Satnih- 
Gyran , pour les Tables de Dvpré de Saint-'Maur (^)» 

Le concours de circonstances nécessaire pour pouvoir 
suivre les individus un à un , n'a jusqu'à présent eu lien 
que par rapport à quelques dassesdont l'ordre de mor^ 
talité et très différent de celui de runivttfsttlité des 



(*) Voye* «es Recherches sur tes JHentes viagères , ^ part. , p. a3. 
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hounDès : telle ët«it U daiaè des xentieifs tk^gen de 

HoHftnde, dont R^r^bodm A dreMë la TâMe de ifeUMw 

ttiHté y celle âeB t^tierè viàgei« éé Firatioe , eôniittft isoiui 

la déttiMttinatioti de tontètdtny «t Mlle d<» VfiKgîeOt 

ûs Pordte deto Béhédictilis, dotit les TUbles sont l'é«H- 

vrage de DeparcieuX| etCi L'intérêt dugouFamemenft, 

l'ordre établi dans une congrégation d'hommes 8ta- 

<Ueax, donnaient aut registres de ces classes une 

exactitude et une clarté qui en facilitaient beaucoup le 

dépouillement ; mais aussi les résultats devaient être 

fort éloignés de ceux de là T^e ordinaire. Ce n*est que 

sur des enfans paraissant bien constitués et en général 

sur des adultes bien portans , que Ton place en rente 

viagère. Ceux qui joiussent d'un pareil revenu tiennent 

pour la plupart une conduite uniforme et modérée, qui 

doit prolonger leur existence ; beaucoup sont céliba-* 

taires : les religieux l'étaient tous , et n'entraient dans 

kur profession qu'aprës être échapn^s aujL dangers de 

l'ienfiEince et de l'adolescence. D^s Tables eéilcttléei 

sur de ^paicils individus ne isauiraient doiît siervir q%ié 

|x>ur œax qui sont placés dans les mêmèë circoï^s^ 

iuuces; c'est ce qu'on vetra lotsqixe jVkposetai la 

théoiie des renies vtagèfes. Leis question^ dont je i^àts 

d'abord m'oceupei^ ^nt seukhieïtt relatives à là ^é 

considérée en elle-Hmême , et à la population , en sup^ 

posant qUeies é^èneimenft futurs se succèdent comihe 

les évèneitietis fiasses , ce qui est permis, puisqu'on 

regarde le iftohibré de ceux-èi comme très grand par 

irappOft à ceioi dés antres. 

109. La piufi simtAe de ces questions est la i^hetche 
des probabilités de la prolonigatién dé la vie à chaque 
âge. Par exemple, là probabilité de vivre éhcoire i o ans, 
lorsqu'on est parrënte à Page de 4^ , s'i^btient en di- 
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▼isant par le nombre des personnes de cet àge^ l& 
nombre des peraonots de 5o. La Table de la Loi de la 
ntortaliié en France, insérée dans V Annuaire du Bureau 
des Longitudes, donnant pour Fun de ces nombres , 
369 4o4 y €t pour l'autre , 297 070 , il en résulte 

^9^=Oy8o5 environ ; la Table dressée sur les registres 
de Londres, par Priée, donne ^— !^=o,6g6; celle de 
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Vienne , par Sussmilch , — ^=: 0,738; celle de Ber- 

224 
lin, par le même, ^ — =0,747 ; enfin , celle des cam- 

43i 
pagnes , en Suisse , par Muret , ^-^ = o,852 , proba- 

bililé plus forte que les précédentes. 

iio. On cherche encore quelle est la durée de là 
vie probable, à un âge donné; on entend par cette 
durée le nombre d'années après lequel la probabilité 
d'exister et celle de ne pas exister sont les mêmes , et 
par conséquent égales à \. Ilest évident que cela a lieu 
lorsque le nombre des personnes de l'âge dont on part 
est réduit à la moitié de ce qu'il était. Si l'on cherche 
ce terme, à compter de la naissance, on trouvera qu'à 
Paris, il tombe eutre 8 et 9 ans ( par les Tables de 
Dupré de Saint-Maigr) ; à Londres, un peu avant 3 
ans ; à Vienne , un peu avant 2 ; un peu après à Ber- 
lin; mais que ce terme est bien plus éloigné dans les 
campagnes. La Table de Y Annuaire, moyenne pour 
toute la France, le place entre 20 et 21 ans; celle 
d'Angleterre, entre 27 et 28; celle de Brandebourg, 
entre 25et;26; celle de Suisse, à 4i ans. Cette prodi- 
gieuse difFérence entre les campagnes et la ville, ne 
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saurait être attribuée qu'aux suites de Fextfême misère, 
à la malpropreté , au resserrement des demeures et à 
llnsajlubrite qui en est la conséquence , dans les capi* 
taies. A.Montpellier, ville dont la population est d'en— 
viron 32ooo individus , et dont on regarde Te séjour 
comme: très sain,, le terme dunt il s'agit n'est cependant 
placé que vers 6 ans. 

L'âge de ^o ans étant assez ordinairement celui où 
l'état d'un homme est fait, où il commence à. jouir 
du fruit de ses premiers travaux , on peut être curieux 
de connaître la vie probable qui s^y rapporte. Les Ta- 
bles citées précédemment donnent , à Paris , plus de 
21 ans; en France, terme moyen, 23; à Londres, 
18; à Vienne, plus de 19; à Berlin, de même; en 
Suisse , près de 25. . 

La plupart de ces Tables ne s'étendent guère âu-oelà 
de 90 ans, que l'on doit regarder comme l'èxtrêmë 
vieillesse, puisqu'il est très i^re, non-seulement dé 
passer cet âge , mais de l'atteindre. Le rapport du 
nombre d'individus de cet âge, à celui des naissances^ 
sera la mesure de la longévité y dans le lieu pour Te- 
quella Table a été construite. La Table de V Annuaire 

donne pour la France 

'3 . 3 ' 

^^^c*» -v-ô = o.ooao ;icellede Vienne., — 7-==o,oo20'; 
i5i8 1495 . 

fi * "' 

(^jellede Berlin, m — =0,0042; et celle de Suisse* o.ooSo: 

1427 

cette dernière probabilité , plus forte que les autres, 
est encore surpassée par celle qu'offre la Table calculée 
par Gorsuch , sur les registres de quelques paroisses de 
campagnes , en Angleterre , et qui est de 0^0070. 

On ne doit pas encore trop compter sur ces ré- 
sultats, parce que le nombre des observation^ qui se 



r= o,oo38 ; celle de -. Lon^* 

lOOCO 
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r^ppwteiift «nx ^femwdi àgm est trèi petit» Len TUiIes 
4e Kenetboom , dreiiéss §«r les diteè» des isedtiers tia- 
ger» de HoUandey et qelks que Depâr^fix il déclmtes 
des legisires des tontines de France ^ qa^iqne se rap-> 
pocfast â dbs classes d'îndividas elioim, ne i^^Cendent 
pas jusqu'à i oo an^ ; là. pt enièns dottnè , pour Page de 

90 aiiSy --J — = o,oa^ 1 ; la seconj^ y 0^0 1.1a powr pfur- 

^enif 9 depuis FAge de S ans, à cekâ dé g^. 
Priœ dît qoelpi probAbilHé àts fêitrinhc à 60 ans est 

2g dans le pays de Vaud, tj en Bi:a!i;id,eI?oi:M^| ^ à 

1 '• 9 I 

Breslaw^ r-- à Berlin ^ ^ à Londrçs^ 7- à Y ^gpi (^)» 

^11., Dans les Tables dont jp ^«jtena dfç fi|ire i^i^e, 
tes sexes sont confondus ; cependant Tordre de inoi^" 
i^té n'est pas le même pour tons dei^ 1 4 varie enqpfe 
suivant les professions etd'axitces circonstance doç^on 
constaterait r^fFet| en séparant les décès çn çlf^sea rela- 
tives à chacune de ces circonstances. C'est ce que Ton 
a commencé de faire y depuis qu'on 2^ rçcoiu^îf l'utilité 
de ce genre d'observations; qaais les données manquent 
très «oùve&t sur les ftotes de décès; et quand on les y 
trouve, le travail du classement devient trop- considé- 
mUe, lorsqu'il faut le recoaMneoKeei'soiis divers points 
de vue. On Fabcégerait beaucoup , si l'on faisait les 
■devés dans la lorœe iagénîewae iinaginée par QMidor^ 
cet y pour enregistrer des fedts ou désigner des objets 
par une combînai^n de caractères qui en indiquent les 
principales propriétés (**). 

(*) Tom. I*' des Mémoires présentés a t Institut^ etc. , p. ^5. 

(''*) Voyez ses Elémens du Calculées Probabilités , p. 3i. Si 
cène forme, dans rexpKcation de laqneHe ft n'a peut-^tre pas mis 
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Qoand on ne veut que sabir la marche des résultats, 
il est codiiaôde 4o sub^tuer avB| Tables des figures où 
les nomtbres soient représiénfés par fies Ugneff ou des es- 
paces ; ces signes naturels de la grandeur , la rendant 
sensSbl^ â f d!il , en peigtt««it Immédbtetiiefit U» v^ttia^* 
tîôiïsc TeHe M U piYiprlM^ àttf ôeMées de mcfnaUêà. 
(Test dnA qtfûû nomtBM* celle» cfu} se> eOÉtstrafsefif «n 
éléTUnty stur tmt^gaedMàéeén 6tif««it deflaitlest^lM 
qu'il 7 a d'années dans ÎA plus loÉtgUé^ tîtf , des ft9^ 
p^ndtctdafMs propoértionâelles aox nombMsré'iiidihn Ais 
eitfetanfà cBacftteâge. La i*** tigme éfft& khkêï la om»^ 
parai^n de ttt>is Tables db mortaKté^ <fl Uûgamwf 
donnée par 1Ê. HuffilSûtâ , Astm nés Réthep&ïsas âurh» 
empmnu, ùSt tôi't hc ^érenee que étl\é' âè»t^as> 
uppotté dans fat tnértatlité obaeF^éè à Gefté^tti- 

ivia» Gomme toate courbe continue peut être re- 
présentée^ par une équation , quelques géomètres ont 
cjbfirçl^' ^ obtenir celle des courbes de mortalité, en 
U^Mit.pjiic i^e formule. algjébrique y tous les nombres 
if^éfiés àëfks up/è. Table de mortalité. Lambert a trouvé 
qu^: V^fu^laon 

^.= .0000(9^) ~6, 76 {e ■'•'^'-e ''^'-^l 

représ^ntetatit très bien la Table construite sur Tes re* 
gistresde Londres; et, par analogjie , M. Duvillard a 
proposé d'employer en général l'équation 



assez de clarté, eût été' bien saisie et appliquée par quelque natura^ 
Ml^^ )« Ar éBQt«|iM qtt'flUft B'cûcété bientôt adoptée» al ^'iA n'eu 
làtr^nftébeaneoopidl'aiyaattiges, sans oompter oelni é» \kx(Btim%' 
lifièreut il^-cut une e^ièee de DiciioDnaira où Von- peut ireave^ les 
mots par un assez grand nombre de clefs. 
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dans laquelle j^ désigne le nombre des individus de. 
Tâge deXj Nie nombre total des naissances , t Fâge le 
plus avancé de la Table , e la base des logarithmes né-^ 
périens , m, A: et n des constantes qu'on détermine pour 
chaque Table en particulier {*). 

C'est dans les premières années que la marche des 
Tables parait plus irrégulière ; mais bientôt le nombre 
annuel des morts devient constant , pendant un inter- 
valle de temps plus ou moins considérable. La Table 
de Breslaw , par exemple , donne 6 décès par an , de- 
puis 12 ans jusqu'à 2a ^ 7 de 22 à 29., etc. ^ et pourrait 
ainsi se partager en pifogressions par différence. Moivre 
a trouvé que , sans trop s'écarter de la vérité , on pou- 
vait n'établir qu'une seule progression depuis l'âge de 
22 ans jusqu'à celui de 86, auquel il a placé le dernier 
terme de la vie , regardant les âges plus avancés conmie 
dés cas trop rares , pour qu'il soit nécessaire d'en tenir 
compte. Cette progression , ayant pour différeifce l'u-* 
nité j et se réduisant à zéro à 86 ans , donne pour les 



(*) Voyez les Beytrage, etc. , de Lambert, t. III, p. 483, et les 
Bficherches sur le» emprunts, par M. Duvillard, p. 8~, notej, 
mais je dois faijre observer que dans la première des expressions dey 
rapportées ci-dessus , on y Ht 



3i,î)82 



an lieu de e 



i3,683 



Cette faute a été reconnue par Lambert , dans ose lettre que 
les PP. Aoberto Gaeta et Gregorio Fontana ont inscre'e'à la p. Ivy 
dn Discours préliminaire de Touvrage qu'ils ont publié en 1776, soa& 
le titre de La D'ottrina degli azzardi, etc. 
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âges précédens un lumibre d'indÎTidiis égal à l'extès de 
86 ans sur chacan de ce* âges^ excès que Moivre ap-' 
pelle con»piéwÈeni dévie. A Végé de 5o ans /par exem- 
ple , le nombre des vivans est 36 , la probabilité d& 

35 . a6 ; 

vivre i an, ^, et celle d'en vivre lo, sg. De cette loi 

résulte la formule très simple j^ = 86 — x (*). 

1 13. Après avoir considéré les questions qui se ré- 
solvent presqu'à vue , au moyen des Tables de morta- 
lité y je passe à celles qui demandent plus de calcul. La 
première dont je m'occuperai est la recherche de la 
vie moyenne. L'idée parait en être venue d'abord à 
Nicolas BernoulU, en appliquant à la durée de la vi^, la 
formule de l'espérance mathématique , admise pour 
l'évaluation pécuniaire des hasards (65 et 70) (^*). 
Puisque chaque individu pris en particulier peut se flatter, 
de parvenir à l'âge le plus avancé , l'espérance qu'il a 
sur toutes les années \]ui doivent s'écouler jusqu'à cet 
âge 9 se mesurera en multipliant leur nombre par la 
probabilité d'y arriver. 

Je prendrai un exemple dans la Table dressée par 
Beparcieux. On y trouve qu'aux âges 

87 1 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, g5, 

années, il reste 

29, a2, 16^ 11, 7, 4, a, 1, o, 

individus ; et à came que les décès ont lieu à diverses 
époques de l'année, on prend le milieu de l'année 

" ■■■■ ! ■ ! ■' ■ I I I I II I |i > I. Il mm^f^mmmm 

* I 

(*) Voyez le Treatise of annuideê qui auit la Doctrine of 
chances. 

(**) Actorum erudUorum supplementa l t. IV, p. i5^. 
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à 87 et à 8ft«i»^ kidiciiulnt owMc^iiml i iyi imi JlteMi 
«Étt6 êMÊtkéefUf Irnup Hisigae^pM 6 ntdk ott «m ^' âqdrfii 
de vie; et en> continuant si^r c^ pied, en trouvera 
qu'aux duréea 

I 3 5 7 9 II i3 i5 
5« î» 5» 5» Ji af r •J't Y 

7.» é, 5„ 4> 3» a, 4 3^ I, 

ilhdî«td«i. Cciayitsëy riitt^|MdlMi«i<{iie'd«^^^dliri4itf» 
àë PAgi diB 87. mi^ ptmma t «e ^ou^nt daiu^ l^ui» ^fttAÏ^ 
Gon(^t'<)<e0gro<ti)«i^aî^«Bsé9,'M!Mi ^oati aCiete^réte^ 

7^54391 i 

^m^ ^b^ ^••s» ^L&L tm^im 4n-iv ^ub» M^^ ' 

^9* 1^' a^Q* aft' 99' ^' 20' ^' 

multipliant donc ces fractions par les darées correspon- 

i55 
dantesy et ajoutaii^ l#s>fn0duitAr^ onanw f—^^^P^^^m^ 

8 mois^,|^u]|[ Vest^raiWÇ d^.yie^4 V^gedejP^ 9^. 

La parae de l'opération ci-dlessus, dans laquelle on 

multiplie d'abord les nombres 7, 6, etC; , ^arle^thl^ 

I 3 
tions cçvespondinte^^, --^etQ.^et}%naj]Qut^^spro- 

éÊitÊ-i . vetini émd«*MMeKli k evlciAni la^ duiséUiCôttÉOr 
tîanii4fil VtrâtèDfii dkai mdîindns. dhrdbdqvft gnupq; 

i55 
êtes divisaml tg «Isultat — , part? nombre sg des 

iludividus ^ on répartit également cette durée à cbacfw* 
Si Ton suti^titue ^ux nombres 7 ^ 6 , etc. , les çx- 



B» tawBB f nt'ttMli^Mr UÎB ««MfilidMiani ]^ le» ân^ 

rées -^, -y etc.. la somme des prodi4Î,t4 ^ei». rc w^ 
sentée par 

1 (S»-w>»3^+- (»»r^ |é) +.; (l6«* I»). 

a a a 

2 3 2 
+ — (2— I)+— (l^l^ 

•e qui Et néliiit «Mnitifit & 

et il ne reste p^ qu'à diviser par 20 la songne des 
termes , â partir de 22 , nombre d'individus coi^res^qn- 
dant à 89 ans, pyis ajouter ^ au quotient. 

Cette rè{;te| indiqué^ par I^eparcieux ^ est çénérat\e^ 
çn sorte que si a, ^1^% ir , a"" dési^pient lesr^on^br^ 
d'individus vivan3 à des âges consécutifa (a"'* ^tan$ le 
diemier de la Table) , f^ la vie inpyeimei à yartuf de 
râ{^e correspondant au premier nombre a 9. ^yf^'%, ^ ' 
partir de Vâge dy on aura 

^^-5+ 5 » '^=i+ 5^^^ 

tirant de la seconde expres5Î0Dli»vâ)««»de tf^+i/*+€<''' ^ 
pour ht su|»tituer dans la j^remière » it viendifa 
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fonnule qui , faisaut trouver aiiénieiit ^par J^^ se-^ 
rait commode pour calculer les yie§ moyennes, cor- 
respondantes aux divers âges ,- en commençant par le 
pins avancé (♦). ' 

1 14* C'est par la durée de )a vie moyenne que l'on 
compare, sous le rapport de la vitalité, les âges, les 
lieux et les «époques. En France, on trouve pour cette 
durée , à partir de la naissance , a8 ans g mois (suivant 
la Table deT^/tmiaire); à Londres., 17 ans 11 mois; 
à Vienne , 1 5 ans 9 mois; à Berlin , 1 7 ans 1 mois ; et 
en Suisse , 87 ans i mois* 

Les sexes offrent aussi à cet égard une différence 
assez considérable. M. Mourguc; a. trouvé , d'après ai ans 
d'observations, qu'à Montpellier, la vie moyenne, à 
partir de la naissance , était de . a6 ans. 3. mois et 
ao jours, en prenant collectivement les deux sexes; 
mais qu'en les distinguant , celle des hommes était de 
a4 ans 3 mois et 1 5 jours, et celle des femmes, de 
a8 ans 3 mois et 28 jours (**). 

Ce n'est qu'après avoir passé les dangers de la pre- 
mière enfance, qu'on arrive à la plus longue espérance 
de vie. L'âge auquel correspond cette espérance , ou à 
partir duquel la vie moyenne a la plus grande durée , 
varie suivant les lieux , et indique ainsi l'époque de la 
vie que le pays , ou les autres circonstances caractéris- 



(^)'La formule ci-detsus e«( tirée de la Théorie analytique dçs 
Probabilités, p. 4ii« >n 

{**)Mémoires présentés à la première Classe de l'Institut, par 
des Savans étrangers, t. I««", p. 71 — 7»^ 

Ponr se procurer un grand nombre de taUes de mortalité, il faut 
compulser les ouyrages concernant ic% rentes viagères , les assurances 
sur la vie, etc.>, et pacticulièrement Tlie Doctrine of life annui- 
lies and assurances ^ by Francis Baily, Traité qui a déjà eu plu- 
sieurs éditions. 
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tiquer de la Table , favorisent le pins. En France , la 
Table de Y Annuaire donne, pour ce maximum; 
43 ans 5 mois, et le place à 5 ans ; celui de la vie 
probable y est de Ifi ans 8 mois, et se trouvé i an 
plus tôt. 

Les observations sur la mortalité ne remontent pas 
assez haut pour qu'on puisse comparer les temps un 
peu anciens avec le temps présent. Il parait cependant 
probable que les progrès des arts et des sciences , en 
multipliant les commodités de la vie, en ontaùgnientë 
la durée moyenne ; et la ville de Genève offre déjà 
quelques traits qui le prouvent. Au seizième siècle , la 
vie moyenne n'y était que de 18 ans^ ; au dix-septième 
siècle , elle s'était élevée à 28^ ; au dix-huitième siècle , 
elle s'est accrue jusqu'à 32 ans^. Il en est de même 
pour la vie probable (iio) : elle était seulement de 
4 ans I au seizième siècle ; de 11 ^ au dix-septième , et 
surpassait 27 ans au dix-huitième siècle (*). 

(*; Voyez dans la Bibliothèque britannique't t. IV, p. 3a8 , un 
Mémoire de M. Hodier. Ces faits sont rapporie's aussi par M. Mal- 
thos, dans son £ssai sut le principe de la population f t* II, p. 3î 
de la traduction française. 

Ili» sont les seuls résultant d'observatious connues ; mais le Di* 
geàtCf liv. XXXVt tit* II, S 68, ad legemfalcidiam, nous offre uti 
commentaire dans lc(jae] , pour évaluer le prix de la jouissance des 
pensions (alimens) qu'un testateur assigne k des' légataires pen- 
dant la durée de leur irie, Ulpîen indique les nombres cf-deMous: 

Ages. o, ao, 25, 3o, 35, 40, 4i, 4^, 43, 44, 45, 

Fie future, 3o, aS, îi5, aa, ao, 19, j8, 17, 16, i5, 

Ages. 4^9 4^' 47) 4^> 49> ^9 ^^7 ^ ®t au-delA. 

Fie future, i4, ï3, la, 11, 10, g, 7, 5. 

V\ laisse ignorer d^aiUeurs sur quoi sont fondées' ces détermina- 
tions , qui ne paraissent pas très régulières^ 

Cet exemple nVst pas le sânl qu'on ait de Pntîlité'des résultats des 
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116. Ul TftUe i^mtiruikté aaH ea^i^K àAémnmiitfr 
la manière doiii la fopukiîeè sa ceoipMé pat TBpfion 
am âges* Eh roppoMiit t<ll]|oHlrt q*e l'état de telle f/b^ 
puUtkmeeitstatiooiiaÎFei a'etlrà-diipe ^ue le binàbre 
des naissances annuelles soit à très peu près ég/àl à 
tihU dies dfcte ^ ^^ cdnttant i 11 enffil, peur tfou^ef le 
noDibre des individus exisittis dans un Age dkmnéf 
de teikider 1^ k TaUe de nertalîtë 9 eombieii ^ sur le 
nombre des indivîdns t\wà neisseni eilnvellemtel ^ il 
en doil leeler k ett i^é ^ eera le iioodlfie d«^ 
niatodtf» 

Si l'on prend le nembre de nailsânces «utrqiié dem 
la TnMej( pour eekii defc aaissanees anniicUes, eC 
4<iVhi aj#itle tous les nombres de cette Table , on àitfa 
le ifeiontAnt de la population ebihiespondanle aux neili- 
slAces et à Tordra de liiortaliié «qu'elle ireprééenle. Pnis^ 
si l'on tetranébe successiTement de eeite somme le 
nombre desi nèissences ^ eelui des individiis de i an» 
de a ans, etc. , le reste exprimera le nombre. des indi- 
vidus compris depub i an 9 a ans, etc. , jusqu'au terme 
de l'existence. Cest ainsi qu'a été formée la Table in- 
'serée dans Vjinnuaire, sous le titre de Loi de ta 
population en France, Pour plus d'exactitude, d'a- 
près robsétvàiion faite dans le n^ ti3, on prend, 
au lieu des nombres marqués pour chaque année^ 
le milieii entre deux années oonsécntives, afin de 
«apporter ks décès à lu denâi- Année, qui éh lest 
Fépoque moyenne. 

proliafoilitët d^ns h «dence da drsît. La fixadon dp temps apHt le- 
4{nel on doit prëMimer légaUmcnt la mort d'un ftbseni qni a cataë de 
donner de ses nonyellet, a été l'objet d'une thèse de Nicolas B«r- 
mmM^ NÉtéoM diM les ktttitrum nitditéirmà nuppiétnènta, t. IV, 
p. 159. F'oyez aussi l'ansek^rnivr dàtts lé DieHitnnairm de ^lut- 
'^-'^—^ dé FEHky^èê^étKe «iMsdl^iié. 
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Ce partage de là popii|pition , vivant les âges ^ est 
peut-êtrd le i'éniltat le plus important k considérer, 
dans restîmation de la prospérité d'un état, si , comme 
M. SfalthuB pq^mît Tavoir prouve'^ kç noi|it>re ies 
naissances, Augmentant beaucoup dès qu'il s'est fait un 
vide dans la po{)uUtion| même à la suite de fléaux 
destructeufti, n'^t pas propre à faire juger des pro- 
grès de cette population et de Vsl forc^ réelle. £n effet, 
cette dernière tient au nt>nft)#e d'individus dans la vi- 
gueur de l'âge , et dont toutes les facultés sont déve* 
loppées autant que le permet l^état de la civilisation, 
secondé par une bonne distribution des moyens d'exis- 
tence. Une YiatioU parvenue à tel état doit l'emporter 
sur celle où U naîtrait plus d'eiifkns, dont la perte, 
très multipliée , se réparerait aussi très aisément ; maift 
qui , par cette destruction prématurée , fournirait en 
proportion moins de sujets pour l'âge adulte. Un ac- 
smsaun^t dans cett^ paftié de la p«pulatioi| n'est 
qu'une charge pour l'état. 

II 6. Les divers problèmes dont la solution est in- 
diquée dans les n°* précédens , en supposant que la 
popiUationiioîlftflilfconiuiiré, ont été tttités parSuler^ 
m Af Mt éffatà w% fchuBgem^iis qu'elle pourrait r»*» 
cevoir, par la USéjç^mi^ entre h ui^lnbre dès najesancca 
et celui des décès (*) ; je vais montrer comment on 
parvient à quelques-» unes de ses ftMrmules, tant pour 
confirmer les principes posés dans les j|°' i o9 çf M S^ qjfig 
pour donner une idée de ce genre de recherches. 

Soit P,k population â une épdqué donnée, iVle 
nombre des naissances, Jlf celui des morts^ P^^ N\ 3fy 
P*^ etc.> les nopii>res anal<)gues poi^r les années sui^ 
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p p 

vantes, et iaisons -srvzsn, Tm^=^^^\^ Tiendra 

P^Jfn, P^Mm, N=^j Jlf=-, d'où 
P^^P+N-M=P + P(1-1) , 

\ mn / 

Si Ton suppose constans les rapports n et m , on aura 
de même 

\ mn J \ • mn / 

et lâr population sera croissante ou décroissante, selon 
^ue m > n ou m <[ n. 

Si, pour abréger , on fait i + ^=^> et c[ue 

dans les équations 

P' = nAr, j)K—nS', etc., 

on mette pour P', P*, etc., leurs valeurs Py, Py*, etc. , 
puis pour P sa valeur niV, toutes les équations formées 
ainsi seront divisibles par n et donneront 

iV = iV{?, A' " = iVy* , etc. ^ 

on obtiendrait de même 

/ M!^=^Mqy ATts^çr*, etc. 

. Ces formules font voir que , dans l'hypothèse établie, 
la population, le nombre annuel des naissances et 
celui des décès , suivent tous des progressions par 
quotient, dont la raison est la même. 11 suffit donc de 
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eônnaitre par l'observation^ deux termes consécutib de 
l'une de ces progressions , pour en de'terminer la rair- 
son ; et rien ne sera plus aisé ensuite que de trouver 
en combien d'années la population s'est accrue dans 
un rapport donne. 

Soit s ce rapport et r te nombre d'années écoulées 
depuis l'époque de P ; on aura l'équation 

Pq^ = sPj où q^ = s; 

et prenant les logarithmes , on obtiendra 

Is 

La rapidité de l'accroissement de la population dé- 
pend, en grande partie, de l'espace libre et productif sur 
lequel elle peut s'étendre , et de l'augmentation des 
subsistances. Les États - Unis d! Amérique , réunissant 
ces deux avantages y paraissent doubler de population 
en 25 ans. On a lieu de croire que cet accroissement 
pourrait s'opérer en i5, dans le cas le plus favo- 
rable (*). 



(*) Essai sur le principe de la population , par M. Malthus, 
L I, p. 6 — 7 de la traduction française, et t. II ^ p. 34^ et soi?. 
Dans V Essai politique Sur le royaume de la Nouvelle-Espagne 
par M. de Hamboidt (p. 63 de Pe'dition in-4<'), on trouve qae 
le nombre annuel des morts étant représente' par 100, celui des nais- 
sances e'tait 1 10 en France, lao en Angleterre, i3oen Suède, 160 en 
Finlande, 166 en Russie^ 180 dans la Prusse occidentale, 210 dans 
le gouvernement de Tobolsk (d'après M< Hermann) , 23o dans plu- 
sieurs parties du haut plateau du Mexique , 3oo dans l*e'iat de New- 
Jersey (États-Unis). 

Cependant il faut observer que Texcedant des naissances sur les 
morts pourrait n'être qu'apparent dans plusieurs contrées dont bean- 
conp d'individus sortent pour n'y jamais rentrer j par exemple, les 
soldais enr6le's pour toute leur vie. 

3' édition, i4 
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117. Au moyen des relations obtenues dans l'article 
précédent, on détermine facilement la loi de mortalité, 
lorsqu'on connaît iV, q^ M^ et comment ce dernier 
nombre se décompose suivant les âges , c'est-à-dire si 
Ton a le nombre des morts de chaque âge à l'époque 
donnée. En désignant par 



i> 



Vg, l'a, etc. 



le rapport entre le nombre des individus de i , 2, 
3, etc. , ans et le nombre des naissances , et par 

Moy Ml y Af«, Afs, etc., 

le nombre des décès avant l'âge de i , 2, 3, etc., ans, 
on aura d'abord 

A^— M 

^1= ^— , d'où ilfo:r=^(» — *'i)- 

Si l'on remonte à l'année qui a précédé l'époque des 

IV 
nombres P, iV, M (116), on trouvera— pour le 

nombre des naissances d'où proviennent les enfiins 
âgés de 2 ans; suivant la loi de mortalité, ce nombre 

a dû se réduire à — f 1 , dès la première année , et à 

N 
la 2* devenir — ^ ^ : on aura donc pour la mortalité, 

entre la première et la 2* année, 

Remontant ensuite à 2 ans avant l'époque donnée, 
pour arriver â la naissance des enfans de 3 ans , le 
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N 
nombre correspondant des naissances est -^ ; il se ré- 

N . N 

dait à -r (^A à la 2* année , puis à -- (^3 à la 3' : donc 

la mortalité entre la 2^ et la 3^ année 3 sera. • • • • 
— Çy^ — i^s) , et par conséquent 

^» = -;(ï'. — 1^3)- 

En continuant ainsi , on trouvera toujours des équa- 
tions de même forme, desquelles on tirera succes- 
sivement 

K 

♦'.— •'. — jf- - 1 ^-. 

M,q* M„+M,q+M,q' 
•'4= "3 Jf-= » JV^ , 

etc. 

Lorsque q= i , on a Af =iV^, et les expressions ci- 
dessus se réduisent à 

iVi^. = ilf ^X — ^., 

iVt'a = jfef -^ X — i>f c — *^a, 

JW^ = ibf — itf« — M, — ilf. — 3/,, 

etc. ; 

c'est-à-<lire que la Table de mortalité se déduit du 
nombre de décès partagé suivant les âges , ainsi qu'on 
Ta indiqué dans le n** 108. 

i4** 
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ii8. Quand la loi de la mortalité, est connue , 
celle de la population se détermine de même , en re- 
montant aux naissances antérieures à Tépocpe de P» 
et réduisant chacun de ces nombres suivant les années 
écoulées. Si Ton prend loo pour le terme de la yie, on 
aura pour les âges 

« 
O, ly a, 3y lOOy 

les nombres d'individus 

^ N N N N 

et par conséquent 

N N N 

d'où 

Lorsque la population est stalionnaire, q étant i , on 
a , comme dans le n** 1 15 , 

P = 2V{i + i;.+v. + »',oo}. 

En substituant aux quantités i^i^i, v^^ 1^3, etc., la 
moyenne prise entre les deux qui se suivent immédia- 
tement, savoir, ^ 

la formvde ci*dessus se change en 
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P = 2v{i + ^. + i.. + M.ooJ 

t^ui est la règle indiquée dans le n^ 1 15 {*). 

Il £sLUt encore remarquer que le polynôme qui mul- 
tiplie N dans Féquation ci-dessus , exprime la durée de 
la vie moyenne , à partir de la naissance (i i3), et que 
par conséquent cette durée s'obtient aussi en divisant 
la population par le nombre des naissancesC^. 

1 19. Halley parait être le premier qui ait fait voir 
comment on pourrait conclure d'une Table de morta- 
lité, les probabilités de la durée de la coexistence de 
plusieurs individus , de la durée des mariages , par 
exemple y connaissant l'âge de chacun des membres 
de l'association. Son procédé n'est autre que celui 
de la formation des probabilités composées (16). 

Pour en montrer l'application au sujet proposé, 
cherchons les diverses probabilités relatives à 10 années 
d'association d'un individu de 25 ans avec un de 20. 



{*) Si la loi de mortalité était exprimée par une focmnle comme 
celle de Lambert (iia), on pourrait cesser de s'astreindre à placer tous 
les décès annuels à la même époque, et supposer que l'extinction 
des individus se fait d'une manière continue pendant toute la durée 
de l'année; mais il faudrait substituer des différentielles et des inté- 
grales, aux quantités et aux suites rapportées dans le texte; ainsi 
qu'on peut le voir dans la note III et dans l'ouvrage publié par 
M. Dnvîllard , sous le titre d''^naljrse et tableaux de Virtfluenee 
de la petite vérole sur la mortalité. C'est de la première Table de 
cet ouvrage qu'ont été extraites celles de V Annuaire que j'ai citées. 

(*^)Daos tout ce qui précède, on a supposé qu'il n'arrivait aucun 
cbangement à la population, par le déplacement des individus , on 
<|ueceniqui venaient habiter le pays compensaient exactement ceux 
<Itû le quittaient. Pour voir comment on tiendrait compte do mon- 
▼eufeent extérieur "de la population, on peut consulter l'introduction 
que M. Fourier a mise à la tête de» Recherches statistiques sur la 
ville de Paris et le département de la Seine ^ i8ai. 



\ 



^l4 THAITÉ dLÉMENTAlRE 

Il pourra arriver, ou qu'ils existent encore tous deux 
au bout des lo années, ou qu'un seul vive, ou que 
tous deux soient morts. La Table de mortalité de 
V Annuaire, réduite sur le pied de looo naissances, 
donne pour vivre lo ans, à partir de 25 ans , 

la probabilité ~-^, sa contraire i — ^-l^sj-i 
*' 471' 471 471' 

i partir de ao ans, 

la probabilité p — , sa contraire i — î — = -=-^. 
*^ 5oa 5oa 5o2 

De ces probabilités simples résultent les probabilités 
composées 

7-^ . §— qu'ils existeront tous deux « 
471 002 ^ ' 

7-^. s — que le plus Agé sera mort, 

5-3: , --Î- que le plus jeune sera mort, 

67 64 , 

•7-^ • 7-^ que tous deux seront morts. 

471 002 ^ 

En général , si e et e' désignent les probabilités de 
l'existence de cbaque individu au terme de rasso- 
dation, y* et y^ les probabilités contraires, le dévelop- 
pement de 

» 

donnera 

.. «<, e'f, ef, ff 

pour les quatre probabilités énoncées ci-dessus. Quand 
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on cherche seulement la probabilité que Fun quelcon* 
que des deux individus existera encore , on a 

ee' + <f + ef = , -ff, 

ce qui est plus simple lorsque les nombres/* et f sont 
les plus petits, 

120. Avec ces probabilités, on peut dresser la Table 
de mortalité particulière à chaque association ; si Ton 
en suppose y par exemple, 1000 formées à la fois, 
et que les probabilités simples e , e\ f^ fy se rap* 
portent à la première année écoulée depuis , il y aura 
à la un de cette année 

1000 ee' associations qui subûsteront encore, 
1 000 ef où le plus jeune survivra , 

1000 ef où le plus âgé survivra, 

1000 ff où tous deux seront morts. 

Calculant les mêmes nombres pour ehaq«^e année., on^ 
formera une Table pareille à celle que M. Duvillard 
a construite pour les mariages , sur les registres de la 
ville de Genève (*) , et à l'aide 4e' laquelle on dé- 
terminera la durée probable et la durée moyenne de 
l'association, comme la i^ie probable et la vie moyenne^ 
par la Table de mortalité des individus (i 10 et 1 13). 

Pour donner plus d'exactitude à sa Table des ma- 
riages , M. Duvillard a pris e et f suivant la loi de 
mortalité particulière aux hommes, e' et/,' suivant celle 
des femmes ; mais ce soin , auquel il s'est borné , faute 
de pouvoir faire mieux, laissait encore quelque incerti* 



{*) Recherches sur les lt!mpntnts , 1^, 60. Voy. aassi dans les 
^oui Commentarii Acad. Petrop , t. XII, p. 9g ,. an M^moicc de 
Daniel Bernoalli| sur le même sujet. ^ 
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tude ; car dans les Tables ordinaires de mortalité, les 
décès des individus mariés sont confondus avec ceux des 
célibataires , e^ il y avait lieu de présumer que Tordre 
de mortalité n'est pas le même pour ces deux classes. 

Le dépouillement des registres de la paroissede Saint* 
Sulpice , l'une des plus populeuses de Paris , avait 
présenté à cet égard un fait remarquable. Dans le ré« 
sultat de 29 années , le nombre des hommes célibats 
taires et celui des lioifimes mariés ou veufis de tout 
âge f étaient danci le rapport de i à a ; mais à Tâge de 
go ans , ce rapport n'élit plus que de g à 43 , presque 
de I à 5. Le nombre des filles et cçlç^i des femmes on 
veuves de tout âge , étaient dans le rapport de i à 4 ; 
mais à Tâge de go ans, ce rapport n'était plus qqe de 
l4 à log, presque de i à 8 (*). 

Les mêmes différences ont été remarquées en Apgle^ 
terre et en Suède ; ainsi il n'y a pas de doute quç des 
Tables construites avec des observations faites immé- 
diatement d'après les mariages , mériteraient la préfe- 
i^ence sur les nombres conclus par le procédé indiqué 
ci-dessus , et dispenseraient en outre de tout le calcul 
nécessaire pour obtenir ces derniers (*^. 

Voilà un exemple très frappant et très simple de ce 
que j'ai annoncé dans le n^ 107, sur l'avantage des ob- 
servations directes. Ts^nt qu'on n'a connu dans chaque 
lieu qii'une loi générale de la mortalité , il a fallu sup- 
poser qu'elle convenaît à peu près aux deux sexes j, 
a-t-oix fait la distinction des sexes , il a fallu sup- 
poser encore que la mortalité des personnes ma- 
riées différait peu , de celle des célibataires ; mais 



(^} Page ixxij du Discours préliminaîrç de La Dottrina degli 
çzzardiy déjà citée en note, p. 300. 

('»^) Voy.le i*r chap. de foavragedeM. Bailj, çl\4 en no.ç« p^ao^r 
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robseryation particulière de la durée des mariages et 
de leur diasplution^dispenae de toute hypothèse, en don-< 
nant iimuédiatement les probabilités dont on a besoin, 

lai. Les recherches sur les probabilités de la vie 

humaine ont trouvé une application bien importai^tè, 

dans les disputes qui se sont élevées sur Tinoculation 

de la petite vérole. Il y avait à résoudre deux questions 

décisives : premièrement, il fiallait montrer conaJ>ien 

l'inoculation conservait d'individus, afin de faire con^ 

naître de quelle utilité elle pouvait être à la société ; 

^t considérant ensuite le sujet sous leri^pport de Tin-» 

térèt personnel , il iallait balancer le danger que cette 

opération faisait courir à l'individu, suivant son âge, 

sa constitution, avec le danger de mourir de la petite 

vérole naturelle , plutôt que de toute autre maladie. Le 

premier de ces dangers étant kctuei , devait frapper 

beaucoup plus l'imagination que le second , réparti sur 

toute la durée de l'existence , et ne paraissant que dans 

l'éloignement. A cette distinction , d'A.lembert voulait 

qu'on ajoutât la différence de prix que doivent avoir 

les années de la jeunesse, comparativement à celles 

d'un âge avancé ; mais ici on retombe dans ces esti-? 

mations vagues qui ne peuvent être l'objet d'aucun 

(calcul exact. 

On arriverait facilement à des déterminations précises 
sur l'une et l'autre des questions énoncées plus haut, 
si l'on connaissait le nombre des individus que la petitç 
vérole attaque dans chaque année;, avec leur âge, le 
nombre dç ceux qui en meurent , çt quelle serait la 
probabilité de mourir chaque année, si la petite vérolç 
était éteinte. Ce dernier élément a été conclu des don- 
nées précédentes et des Tables ordinaires de mortalité, 
^?v retranchant du nombre total des morts de chaque 



/" 
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âge, celai des morts causées par la maladie, et divi- 
sant le reste par le nombre total deé individus existans 
à cet âge; mais cela suppose, que les individus éteints 
par la petite vérole , n'auraient succombé à aucune 
autre maladie , s'ils .eussent été préservés de celle-là , 
supposition qu'on pourrait bien ne pus admettre. Il 
parait plus exact de comparer le nombre de décès 
occasionés par d'autres maladies que la petite vé- 
role, non pas à la totalité des individus de Tâge 
dont il s'agit, mais au nombre de ces individus , dimi- 
nué de ceux qui sont morts de la^pétite vérole ,^quoi- 
que ce ne soit pas encore tenir compte de la manière 
dont se seraient éteints ces derniers individus , s'ils 
eussent été préservés de la petite vérole . Pour éviter ces 
objections, il faudrait déterminer immédiatement cette 
mortalité sur déèt individus soustraits à l'influence de la 
maladie. En choisissant ceux qui ont déjà eu la petite 
vérole , on pourrait néanmoina encore craindre que l'ef- 
fet de cette maladie n'eât àpété dans leur c(Histitution 
un changentent d'après lequel leur ordre de mortalité 
ne fût pas le même que pour des individus préservés^de 
toute autre manière ; mais quoi qu'il en soit de ces dif- 
ficultés, les résultats n'en conservent pas moins la même 
marche, et je ne les ai exposées que pour montrer 
combien le sujet est épineux. Je reviens aux données 
indiquées ci-dessus. 

N étant toujours le nombre annuel des naissances, 
je désignerai par v'', i'", (/*, etc. , le nombre des indivi- 
dus existans à t, 2, 3, etc.^ ans, par«e, a', «e*, a", etc., 
ceux qui sont attaqués de la petite vérole avant i, 2, 
3, etc., ans, et par ^, ^', /uf fc'y etc. , ceux qui en 
meurent. Le nombre de morts causées par d'autres 
maladies sera , 
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de o à I an, N — / -^^, 

I à 2 v' if' — //, 

a à 3 i," — i," — fc\ 

etc. 

Les probabilités de mou^r de ces maladies seront^ 
dans la première hypothèse , 

jy 9 p » ^ . etc., 

et dans la seconde y 



A^fé î p'— / \ v'-fé" 



etc. 



En général y qu'elles soient déduites, soit de ce» ex- 
pressions , soit des précédentes, ou de toute autre ma- 
nière, désignonB-le# par m, m', m% ut", etc. ; après 
l'extinction de la petite vérole, un nombre TV* de nais- 
sances donnera iV (i — ' m) eufans âgés de i an, 
N{\ — m) (i — m') enfans âgés de a ans , etc. , nombres 
qui formeront la Table de mortalité correspondante à 
cet état de choses ; et en la comparant à la suite des 
nombres iV, /, i^", t^*, etc. , on eu déduira le nombre 
des individus qui sont conservés dans chaque âge, l'aug* 
mentatîon de vie moyenne gagnée par eux en parti- 
culier, et celle qui en résulte pour tous les individus « 
Connaissant d'ailleurs le rapport du nombre annuel des 
mariages à celui des individus nubiles , et le rapport 
du nombre des mariages aux naissances , on obtiendrait 
l'accroissement produit dans les naissances, par les 
individus conservés : ce serait le gain de la popula- 
tion ; mais pour qu'il ait réellement lieu , il faut que 
1«^ ^ciltté de subsister croisse aussi dans le même 
rapport. 
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laa. Dans Uétat présent, « individus' prenant la 
petite vérole de o à i an , et ^ y succombant, il ré- 
sulte pour cette première année, les probabilités -s^ de 

ig jft Éé 
prendre la petite vérole, -j^ x - = ^ d'en mourir (i6), 

et — jrr— de n'en être pas atteint. 

Des N — « individus qui ne Font point la première 
année , la mortalité causée par les autres maladies n'en 
laissera que (A'' — *) (i~m) ; sur ce nombre, et' prendront 
la petite vérole dans la seconde année, etf«' y succom- 
beront ; ainsi on aura , pour cette a* année , les pro^ 

habilités 7-7 r- -de prendre la petite vérole, 

(iV— «)(i — m) r r 



/ 

d en mounr, et i — 



(iV— «)(i— m) • (iV— i,)(i_m) 

de n'en être pas attaqué. Le nombre. des individus 
qui ne seront pas atteints étant alors (A^— -«)(i — m) — «', 

se réduira par les autres maladies , à 

{ (A^— if) (i — m) — et J (i — m') , de la seconde à la 
troisième aimée. En continuant ainsi , on calculera les 
probabilités correspondantes à chaque année. 

Si , pour abréger, on désigne par t\ i ^, f**, etc. , le 
nombre des individus qui ne sont pas encore atteints de 
la petite vérole au commencement de chaque année , 
les probabilités d'en mouiir seront, pour la i**, la 2% 

la 3% etc., année, 

\ 

t fL IL eix ■ 

lesprobabilités d'être da nombre des individus qui n'e» 
ont pas encore été attaqués seront au cominenceoKnt 
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des années I, 2 y 3 , etc. , 



•' t" r 



d'où il soit que les probabilités d'en mourir dans 
1 9 a , 3 y etc. y ans , à partir de la naissance , seront 

i fL-fL y d: etc 

N' t'~N* N' N'' ' 

et en partant de i an , 

résultats qu'on peut appliquer à toutes les années, en 
accentuant, d'après le numéro de ces années, les 
quantités t et ft. La somme 



de ces probabilités, poussée jusqu'à la plus longue 
durée de la vie, donnera le risque de mourir de la 
petite vérole , rapporté à l'âge d'où l'on part. Ce risque 
est celui qui devait être comparé au risque de mourir 
de la petite vérole inoculée , pour estimer l'avantage 
que l'inoculation offrait à l'individu qui voulait s'y 
soumettre. 

123. Il serait aisé de tirer de ces calculs le nombre 
des individus de chaque âge qui meurent sans avoir eu 
la petite vérole , la durée moyenne de, leur vie , et 
beaucoup d'autres conséquences, développées par 
M. Duvillard, dans l'ouvrage cité, p. 2i3, mais dont 
le détail n'entre pas dans mon plan. 

Daniel Bernoulli, par son éminente sagacité, sup-; 
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pléa aux données précédentes qui lui manquaient 9 
en s'aj^uyant toutefois sur deux hypothèses que les 
fidts n'ont pas confirmées , savoir, que le danger d'être 
attaqué de la petite vérole était le même pour tous 
les âges, ainsi que le danger d'y succomber (*) ; mais 
Favantage était d'ailleurs si considérable, qu'il de* 
meurait encore très évident malgré ce défaut, que 
M. Duvillard , aidé des observations multipliées faites 
postérieurement au Mémoire de BetnouUi , a entière^ 
ment évité. Voici quelques-uns des principaux résul— 
tats qu'il a obtenus. 

On trouve aux pages 1^2 et suiv. de son Ouvrage, 
I®. que dans l'état naturel , sur 1 000 000 d'enfans nais- 
sans, 85 685 mourront tôt ou tard de la petite vérole, 
et que la vie moyenne de ceux-ci sera de 3'^'"^^ ; 
2**. que si cette maladie avait disparu , la vie moyenne 
des enfans de 4 ^^^ s'élèverait à 44"*% 7 9 ^^ ^^^ 
dans cet ordre de choses. , que l'auteur appelle 
Vélat non* varioîique , la vie moyenne des enfans 
naissans serait de 32'**' j au lieu de 28"' ^ ('ï4); 
la population, qui, pour i oooooo de naissances, 
ne monte qu'à 28763 000 individus, s'élèverait à 
32266000. Tels seraient les effets de la vaccine, 
si la pratique en -devenait générale. Et qui pour* 
fait empêcher qu'il n'en fut ainsi, puisqu'elle est 
d'une extrême facilité , qu'elle ne présente aucun dan*- 
ger, que le nombre des épreuves directes et inverses 
auxquelles elle a déjà été soumise constate son utilité, 
par une probabilité très approchante de L'unité, et 
appréciable par les calculs les plu/siniples ? 

124* Ce n'est pas pour la petite vérole seulement 



(*) Mémoire de l'académie des Sciences de Paris, an. i^^j 
pagei. 
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que les* médecins ont formé des tableaux d'observa- 
tions : il y a déjà quelques ouvrages où Ton a suivi cette 
me'thode, la seule qui soit vraiment démonstrative, 
puisque la médecine ne se compose en grande partie 
que de faits déduits immédiatement de l'observation , 
qui seule a fait remarquer et a constaté TefFet des re- 
mèdes spécifiques les mieux reconnus pour tels. Les 
efforts de la nature se combinent de tant de manières 
avec les diverses méthodes curatives , qu'aucune de 
ces méthodes n'est peut-être entièrement dépourvue de 
succès , au moins apparens. C'est donc par la compa- 
raison du nombre de ces âuccès , avec le nombre total 
des maladies traitées suivant chaque méthode , et des 
maladies abandonnées à la nature (si ce dernier cas 
pouvait avoir lieu) , qu'on doit assigner le mérite re- 
latif de ces méthodes , et répondre aux objections re- 
nouvelées sans cesse contre la médecine. M. Pinel, 
et plusieurs autres médecins , ont fait connaître les 
résultats obtenus dans les hôpitaux où se traite l'a- 
Uénation mentale. £n 1 789 , M. William Black , mé- 
decin anglais, a publié la seconde édition d'une 
Analyse arithmétique et médicale des maladies et de 
la mortalité de ï espèce humaine ( An arithmetical 
and médical Analjrsis , etc.). C'est par la conti- 
nuation et l'extension d'un pareil travail, que l'on 
pourra constater irrévocablement si la médecine fait 
des progrès réels : les hôpitaux , plus nombreux et 
beaucoup mieux tenus que dans le siècle dernier, of-^ 
frent à cet égard de grandes facilités ^)* 

' -■ 

{*) On a tant calomnié l'esprit philosophique , c'est -h-dire la raison 
appliquée à tout ce qni intéresse la société , qu'il doit éire permis de 
rappeler les* faits évîdens qui parlent en sa faveur. L'un des plus 
^nil>çans est l'amélioration du sort des malades dans les hôpitaux, 
due ah.x efforts d^hommes bien cçnnus pour n'être mus que par une 
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Des Rentes ifiagères et des Assurances sur la vie ei 

sur les choses, 

125. Les probabilités de la vie humaine, combinées 
avec raccroissement des fonds placés à intérêt composé^ 
ont donné lieu aux rentes viagères , aux assurances 
sur la vie, aux caisses dC épargnes , et en général à 
toutes les spéculations par lesquelles on se procure^ 
soit pour le présent , soit pour l'avenir, des avantages 
pécuniaires dépendans des chances de la mortalité. 
L'importance de ces théories a multiplié beaucoup 
les questions qui s^y rapportent et les auteurs qui en 
ont traité : on né doit donc s'attendre à trouver ici 
que les indications nécessaires pour montrer comment 
le sujet se rattache au calcul des probabilités ; et là 
solution des problèmes les plus simples suffira pour 
cela. 

Considérons premièrement chacun des v individus 



- ■ ■ ■ 



phîlantropie purement hamaine. C^est par leors soins, et dans an 
temps difficile, qu'a cessé Tentassement des malades dans un m^me 
X\l\ rHâtel^Dieu, qae les mesures ont été prises pour diminuer la 
mortalité effrayante des «nfans trouvés, qu'ont été formés des faos: 
pices séparés pour raccouchement et Tallaitement, et beaucoup 
d'autres institutions d^ordre et de bienfaisance qu'il serait trop long 
de détailler ici. Dans ce dix-septième siècle, si yanlé, la mortalité de 
PHôtel-Diea de Paris était le scandale des étrangers : il y périssait 
plus de 3ooo Bialades par an, faute de soins. (Voyez Essay tending 
to proue that in theHospital called L'hostel-Dieu at Paris, there 
dieabove^ooo per annum, by reason ofill accomodation (1687}) 
several Essays, etc., by William Petty,édit. de i755, p. 63.) 

Le zèle religieux comme la pitié , peut sans doute prodiguer les se- 
cours; mais la raison seule, les dispensant avec impartialité, 
établissant l'économie par l'ordre, sait faire participer le plus grajtfl 
nombre d'individus au bienfait, et préparer dans le présent des res^ 
sources pour l'avenir. 
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eompits dans une Table de mortalité à un âge donné, 
comme propriétaire d'une rente viagère s , ou comme 
devant toucher annuellement cette somme pendant 
toute la durée de sa vie ; celui qui est chargé de payer 
•ces rentes, et que je nommerai le banquier, donnera à 
la fin de la i*^ année la somme t^'^, à la fin de la 2*, 
v^s , à la fin de la 3% i^*^, et ainsi de suite, v\ v" j 
V*, etc. , désignant le nombre des individus existans à 
la fin deces années. Si t représente le taux de l'intérêt, 
ces sommes, rapportées au commencement de la pre- 
mière année (voyez les Élém. ^Algèbre) , deviendront 
Tespectivement 



V s 



yTs 



V s 



et ainsi de suite, jusqu'à l'âge où finit la Table de 
mortalité. En les ajoutant on aura la valeur totale de 
ce qu'ont dû payer les individus existans à la première 
époque, pour acquérir ces rentes : chacuu d'eux aura 
donc payé pour sa part, , 



*^** 



I j ^'S ^S PS ^ \ 

s 

La somme S est le capiud de la rente viagère s ; 
c'est aussi la valeur moyenne des sommes payées par 
le banquier, réparties entre tous les individus de la 
Table , de manière qu'il n'éprouvera ni perte , ni gain , 
si l'extinction des rentiers a lieu conformément aux 
nombres marqués dans cette Table. 

La formule de l'espérance mathématique donne la 
même expression pour «9, en ne considérant ,si\ l'on 
veut qu'un seul rentier; car les sommes éventuelles 
3* édition, iÇ ^ 
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rapportées à la première époque y élant 

et les probabilités qae le rentier existera à la fin des 
années 



O j 6ÏC • ■ 



élant 



V v' v" 



» .. > 



-T. «^M 



son espérance mathématique sera 



V s . v' s ^ tr s 



etc. 



^ ,+ £ + 7(i+ 1)»"^ V (1 + 1)3 + 

valeur de S trouvée ci-dessus. 

ia6. Ces deux manières de mettre le problème en 
équation doivent rappeler les réflexions du n® 64, 
et montrer comment le sort de l'emprunteur qui se 
charge d'une seule rente viagère, diffère de celui du 
banquier payant un nombre de rentiers assez consi- 
dérable pour que leurs décès suivent l'ordre indiqué 
p^r la Table de mortalité. La première entreprise es\ 
bien hasardeuse; l'autre, au contraire, Test peu, si 
toutefois la Table de mortalité a été construite ou 
fihàiaia 4'ftprèf la classe d'individiis qui doivent com- 
poser les rentiers. Quand il s'agit d'un emprunt publk 
à rentes viagères , on doit bien se garder d'employar 
la Table de mortalité générale, pour une gremde ca- 
pitale ; car ce ne sont guère que des individus choisis 
qui s'intéressent à ces emprunts : aussi sont-ils trè» 



«néreia à Fêtai qwuà owéonw le mèfofi iaux^ur 
imtes Aftejr, c'astiànàir^ poiv W âgç qjielconque, 
çomnne ou l'» fait, en f:raBC<!, Tcrs ^t8o\, c^ q«i ^ 
produit la spéculation suivante. 

©es banquiers , ayant remarqué Tavanlage que Jet 
femmes avaient à Genève sur les hommes, par rapport 
à la durée moyenne de la vie, en ont fait ctoisir par 
des médecins, un certain nombre ayant déjà subi 
les épueuves de la petite vérole , de la rougeole, dont 
la constitution paraissait la meilleure , et dont ils pou- 
vaient surveiller la conduite. C'est sur ces têtes <p^ib 
ont placé leurs fonds, dont ils ont fona^iuKeulcar 
pital, divisé en actions, par un arrangement fait 
entre eux , de manière à pouvoir associer un grand 
nombre de personnes à leur spéculatioii. Recevant 9 
pmr 1^0 d'intérêt, ils pouvaient donDter 7 pour 100, 
4:e (pai était a^rd^ssus de rintérêt légal, et les a pour 1 00 
qui leur restaient, étant placés à intérêt composé , à 
5 pour liQO seulement, devaient e» 5l6 ans reformer 
le capital. Or la vie probable des femmes de Ge^ 
«ève, prise à Tâge de 20 ans, wirpasse beaucoup ce 
terme, pinsqu'^Ue s'élève à 4a; et de pUis, com^ne 
œ n'est là que le terme moyen, pris sur tou^s les 
lirofessions, il y a bien lieu de croire que celui dès 
sujets choisis par les baïwiwiers dont nous parlons aurait 
été plus fort, eu aorte qu'on œ s'éloignerait pas beaur 
ooap de la vérité, en pienan^ pour leur profit ce que 
serait devenu le capital au bout de 4o ans , et alors M 
se serait plus que doublé. 

Ce n'est là qu'un aperçu ; car pour avoir la vraie 

mesure du désavantage de l'emprunteur dans lé cas 

^actuel , à faudrait ooimattre avec précision l'ordre, xle 

moitalité des individus de la «clause dont il ^'^it , fst 

^calculer à <fttel taux derrctit éire l'intérêt de rargeot, 

i5. • 
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{>our qu'ils passent obtenir 9 pour 100 en rentes vk* 
gères. La solution de cette question dépendrait de 
Tequation du n? i25; les données seraient v^ v\ /^ 

v^f etc. ; on aurait s = -^ , S disparaîtrait comme 

facteur commun aux deux membres ^ et il viendrait 



looi^ 11+ 



+ fTi7?+r-rTï?+**^-}' 



équation de laquelle il faudrait tirer la valeur de /, ce 
qui ne pourrait se faire que par des tatonnemens assez 
laborieux, si Ton n'avait pas déjà un grand nombre de 
Tables construites d'après divers ordres de mortalité , 
et pour divers taux d'intérêt. 

1117. Il est évident qtte de simples opérations arith- 
métiques suffisent pour calculer la valeur de .9 et ré^ 
soudre la quesdon directe , en ayant même égard à une 
circonstance que j'ai négligée , pour plus de simplicité. 
J'ai supposé , dans la construction de la formule du 
n^ 125, que les décès des rentiers avaient lieu à la fin 
de chaque année ; mais comme il n'en est pas ainsi f et 
que l'on paie aux héritiers une partie de la rente pro- 
pdttionnelle au temps que le rentier a vécu ^ il faudra, 
pour compenser cette di£Férence , substituer ^ (w^ + i/) 
à «^', î («^' -H 0") à v\ etc. Si l'on voulait établir la loi 
de continuité dans les décès , il faudrait substituer aux 
nombres t^, i^S i^'^. - • , une expression générale de la 
loi de mortalité (112), et recourir au calcul intégral 
(Fqyez la note III). 

Le plus souvent on n'emploie, pour abréger le cal« 
cul , que la distinction des périodes pendant lesquelles 
il est permis de regarder le nombre annuel des morts 
comme constant. En désignant ce nombre par 7», il 
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YÎent 

/==i^— m, i'^sst/ — 2m, p*s=v— 3m^ etc., 
ce qui change la valeur de 5 en 

Cette expression se décompose dans les deux suites 

n représentant le nombre d'années de la période. Si , 
pour abréger, on fait = ^ , la premier^ suite ,' 

qui est une progression par quotient , deviendra 

et la seconde se changeant en 

on posera 

multipliant les deux membres de cette équation par q^ 
il viendra 

puis ajoutant au premier membre, la progression par- 
quotient 
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1+y+^ + î^ +9*9 

et au second , ^ , somme de cette procession , 

on obtiendra 

i+2î+3y + 4s^....+('r+i)y-=s/5r+ -~— . 
Observant alors que 

on fornïétaL Té^juation 

/+ («+ «)?• «/?+ -^— ; 
d'oui l'on iédvm 



•'"'(I— ?)• 1-9 ^^* 

Aa moyeu, de eefte' dernière sommé et de c^lle de la 
première suite , on a enfin 

S' — gf (' —g") g^"* f ' — g^' (ff 4- 0^ > 
formule où il ne reste plus qu'à mettre pé«r^ sft 



(*) On parvient bien facilemen( à ce résultat par le calcnl différen- 
tî^; xra« il eM iinSSÀé c{in^ 

diy d^ 

Oir croowcii do m4mQ h sonutM des. férinr aoologiiea daiu wt ordk^ 
quelconque. 
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I 

valeur—--, et opérer quelques réductiona , aux- 

quelles je ne m'arrêterai pas. En TappliquAnt à chaque 
période , depuis l'âge d'où Toii part jusqu'à la fin de la 
Table de moi^laiité, la somme des valeurs trouvées 
pour S* donnera celle de S. L'hypothèse deMoivre (if 1 2)' 
est commode en ce qu'elle ne&it qu'une seule période, 

à partir de 2a ans. 

« 

128. Comme le plus souvent' c'est une Table de 
rentee viagères que l'on construit pour tous \es âgee^ 
Eukr, dans le Mémoire cité f. 20^, a tyoUv^com*-* 
mode de dériver le taux relatif à un âge, du .tftiiif 
relatif à Tâge suivant. Si l'on substitue^ ded niiral^roé' 
inférieurs désignant ïes ^g^s, aux acceUs dont les v sont 
affectés dans la formule du n^ laS^ oa- auta ponr 
l'âge n» 



aipoiur l'âge n^-i, 

Tâgef le pkfs' avance die la Table de iiiottalité dbnilaiit 
le dernier terme de ces suites. Si Ton divise la àiêcànûë 
équation par i + /^ qu'on multij^ia' les deux membres 
de la première par v^ , ceux de la seconde par t^»^, , 
et «pi^onMtvandie les produits terme à tarmé, Il te^ 
tBÉa aeulétneat l'éifuation 






i'^^«-t^:«.H..==i^' 



qui iera connaître Sn par le moyen de S^^i , et pourra 
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servir à calculer les valeurs du capital de la r^nte Sy en 
commençant par Tâge le plus avancé. Assez ordiu&îre- 
mçnt on fajt s = I•^^ ou sa loo^'» 

11^9^ Les rentes sur deux tètes se calculent d'âne 
manière analogue , en substituant aux probabilitea 

\f if" 

^,— , etc., du n** lîS, les valeurs successives delà 

quantité 

ee'+//+e/=i-^., 

cpti, dans le n^ 1 19, exprime la probabilité de Texis- 
tencede l'une quelconque des deux tètes sur lesquelles 
latente est constituée, ou bien en appliquant à untf 
Table indiquant la loi suivant laquelle s'éteignent on 
nombre donné d'associations d'âges donnés , les consi-« 
dérations par lesquelles commence le n^ laS. 

i3o. L'espèce de tontine la plus simple , n'est au fond 
qu'une annuité è^ tei^e proba];)le ; car dans ce place^ 
ment^ où les rentiers survivant héritent; de, ceux qui 
sont aécédés » le banquier paie tous les ans la même 
somme y jusqu'à l'entière extinction -de la classe des. 
rentiers du même âge. Supposant que S soit la somme 
qu'ils ont placée en. commun , s celle que le banquier 
leur paie chaque année , et tx le nonibre d'années qui 
doit s'écouler jusqu'au ter^e de la Table de mortalité» 
OQ auri^ 



s 



{ 



(! + <)• — I 



-} 



{Elém. d Algèbre) ;, quanii à la sommé s^, elle se 

géra entre les rentiers , suivant le. nombre d^ihdividtts 

existans chaque année. 

Lorsque la classe des rentiers est très nombreuse , il 
est évident que le nombre À esl celui des années corn- 
prises»depuis l'âge où ils font leur placement jttsqu'a^ 
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damier âge marqué dans la Table de mortalité; anis 
dans le cas contraire , le banquier leur ferait tort, en 
reculant ainsi le terme de l'annuité. Saint-Gyran pro-* 
pose de prendre pour ce tei:me Tannée où il y a une 
probabilité ; que tous les rentiers seront éteints; dans 
le cas «le deux rentiers, par exemple , ce serait Tannée 
où la quantité JjT du n^ 119 se réduirait à 7, c'est» 
à-^dire le terme delà durée probable deTassociation (*)^ 
Si les rentiers ne devaient hériter que d'une portion 
du revenu des décédés, de la moitié, par exemple, 
le banquier aurait à payer, à la fin de la i'* ann^, 

i/'-j ] = ^^ rentes , à la fin de la seconde , 

\ a / 2 

V ^ =: ^ ' , et amsi de suite : on aurait donc 

Téquation 

et chaque rentier toucherait les sommes ; — à la 

fin de la i ^* année , ^ ■ / - à la fin de la 2*. etc. 

2i' 

1 3 1 . La théorie des caisses ^épargnes ne diffère pas 



(*) Recherches sur les emprunts , 2© part. , p. 4^- Si l'on pre- 
nait cette même durée pour le terme des rentes viagères quelcon- 
ques, le calcul , réduit h celui d*une annuité, deviendrait bcauooup 
pins simple ; mais, excepté dans des cas très raies, il donnerait tou' 
ionrsi des renies plus faibles que le procédé du n9 ia5. Sous ce rap- 
port il conviendrait peut-être mieux au cas ou il s'agit d'une seule 
rente j car alors le banquier s'expose beaucoup : mais pourquoi le 
rentier ferait-il un contrat désavantageux, quand il peut obtenir na 
t^nii^ pins considi^rable en prenant part à de nomJbreax placemem ?' 
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beMKOup de celle des rente» Yiagères Mir une série 
tète; et celle des baisses par le moyen desquelles cm 
assure des pensions aux teaVes, ressemble asses à 
celle des pentes vû^res sur deux têtes. 

Banales ëtablissemens de la première espèce , ch»» 
que assiocié dpnne , soit une somme une fois pay^^ soîA 
un somme annuelle, pour avoir dmt à unepensiev 
dàûA un âge ayatncé , Ou à des secours en cas de »al»« 
dîe. Il est aisé de Yoir que cUbs le premier cas^ sr S 
désigne la somme donnée pour recevoir vme pension t^ 
après un nombre n> d'années , les sommes étant rap^ 
portées à l'époque du placement ^ on aura Téquation 

Si l'on paie des sommes annuelles S, S,, Sty etc., il 
iaadralsabstituéf à .S la suite 

S I *'"^' 1 -*!^ 4-etc 

C'est à ce cas que reviennent les retenues qùJe Ton fait 
aux employés dans certaines administrations , pour 
leur assurer des pensions de retraite. 

Si la caisse doit donner des secours en maladie , il 
faudra introduire dans le second membre les produits 
de ces sommes, réduites à la même époque et multi- 
pliées chacune par la probabilité de les délivrer. Cette 
probabilité doit se conclure des obs^vaticms faites avec 
soin , sur le nombre et la durée moyeûne des nf^Iadi es 
dans la classe d'individus à laquelle la caisse est parti- 
culièrement affectée. 

{«'utilité de semblaUesétablissemens est si évidence^ 






qoQ de MBSÉfie$ ouvriers labmrieiut et économe» ae 
aont réunis pour en fongaer. Quoiqu'ils »'cn«8e«it pa» 
to^n^ les élétadieiis< jiécesâaîiies^ pour bien aisseoir lentrs 
cftlculs , et qu« leur petit nombre ne leur donnai pas 
atttant d'assurance qu'une réuniou plua considérable, 
œpeodaiit plusieur» de ces réunions ont prospéré. 
Toutefl ont s«nti> Tavaiitage qu'elles auraient à s'é-* 
tendre $ msûs^ comme on peut le voir par les inté*^ 
ressums rapi^orts qu'a fiûts sur ce .sv^et^ à la Société?. 
Philantrapôcijue, M, Diq^ût de Nemoiir», presque 
toutes omM cr^nt d'attirer les regards, de peur d'être , 
aUeiiiteai pas la versatilité des systèicies financiers^ de 
l'état ; car ce n'est que par ujie gi^ande sûreté dand 
1^ placemeds> que ces caisses peuvent prospérer. L'i- 
dée de les lier avec l'adminislration du Moru-de^ 
P/é/é> cofiSrine l'a proposé M. Mouise, dans le plan 
qu'il a présenté à l'Insthut^ serak très heuireuse »> si 
cette administration , qui peut faire l'emploi des plus 
piMites sommes, et dont les capitaux sont dlans< uh 
mouvement ccmtiarael, demeomc i«d^endaivCe àe» 
fonds publics ^). 

. \Zi. La forme des caisses affecte'es aux pensions des 
veuves peut varier aussi de plusieurs manières ; mais 
il suffit de considérer la forme la plus simple , pour 
pouvoir, au moyen de ce qu'ion a vu dans les articles 
précédeus , se faire une idée de la manière de traiter 
Tes autres. Que cbaque homme marié donne, soit en 
se mariant, soit annuellement, une somme, sous la 
conditi(>n que s'iï meurt , sa veuve recevra , soit une 
somme , soit une rente donnée ; on exprimera facile- 
ment l'es relations de ces sommes ^ en les réduisant 

¥ I w ) I II I II ' .1*11 I !■> I ' t 'jt I t > .mm ,^ 

^) Piimdime ffùiuà de f^tt^afontt et dé sefeoum. 
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toutes à la même e'poque , et en les multipliant ensuite 
par la probabilité de les payer. 

Si la condition est un seul paiement à faire par char» 
que membre de l'association et par la caisse, il suflSia 
de substituer au nombre v, dans la première équatiion 
du n** i3i, le nombre eé' du n® 1 19, calculé d'après 
des Tables appropriées à la classe d'individus ààht il 
s'agit, et aux nombres i^,, Vn^^ j etc., celui des femmes 
qui deviennent veuves-chaque année, lequel est la dif- 
férence des valeurs de e^d'une année à l'autre. 

Si les paiemens sont faits annuellement , tant par les 
associés que par la caisse , alors c'est la seconde équa» 
tion du n® i3i qu'il £Btut employer, en substituant aux 
^9 ^19 i\9 etc., du premier membre, les valeurs succes- 
sives de ee^ (119)9 et aux i^a, Vu^iy etc., du second 
membre , celles de efj qui désignent le nomj^re de 
veuves existantes k la fin de chaque année^ 

i33. Ces exposés sommaires n'ayant pour but que de 
faire connaître les relations des diverses manières de 
combiner l'intérêt de l'argent avec les chances de la 
mortalité , et les moyens qu'on peut employer pour 
résoudre les questions qui s'y rapportent, je renvoie 
aux auteurs qui en ont traité particulièrement , à la 
tête desquels il faut placer Euler, pour son ouvrage 
sur les Caisses des veusfes; mais je ne dois pas omettre 
de faire observer que si, dans les emprunts, l'équité 
exige qu'on rende aux prêteurs tout ce que leur as* 
sigpe la formule de l'espérance mathématique , il n'en 
saurait être de même dans les caisses établies pour les 
épargnes , les secoui*s , été» Celles-ci ont des frais d'ad- 
ministration qui doivent être supportés, par tous les 
membres de l'association. De plus, tantvque l'asso** 
ciation est peu nombreuse, la caisse doit prendre quel- 



0ËS PKQBABILITÉS. sSy 

tjue avantage, afin de parvenir à former un fonds qui 
pHisse parer aux irrégularités que la succession des 
ëvènemens présenté par intervalles , ou bien elle ris* 
querait de se trouver hors d'état de remplir les con- 
ditions qu'elle s'est imposées. Elle donnera donc un in- 
térêt moins fort que le taux ordinaire y ou fera une 
retenue sur les sommes payées par les sociétaires. La 
réunion de ces bénéfices , multipliés par les probabilités 
qui leur correspondent, compose l'avantage du ban- 
quier, comme pour la loterie et les jeux ; mais sa dé- 
termination exige encore qu'on distingue le cas où la 
caisse n'emploie à faire son service que les fonds 
qu'elle a reçus, et celui où le banquier a entrepris^ 
à ses risques et périls , de faire ce service sur ses pro- 
pres fonds, au moyen du bénéfice qu'on lui alloue C*^. 



(*) Apzès avoir néglige pendant trop Iong«temps d'imiter des b'ta- 
blissemcDS utiles qne nous voyions prospérer chez nos voisins, nous 
paraissons noas y porter avec un engoûmrnt qne des sp^cnlatcaiH 
s^e£Ebrcent de mettre à profil, en variant de tonte manière les for- 
mes ^i peuvent faire naître des espérances , ou plutôt des illu- 
sions enivrantes. Il serait donc convenable qu'on répandît h ce sujet 
des lamières propres à éclairer sur des de'ceptions qui peuvent nuire, 
non-ïsenlement aux particuliers qui en seraient les victimes , mais 
aux établissemeos équitables et désintéresses, dont L% conservation . 
importe beaucoup an bien de la société'. 

Le point fondamental de ces instructions serait de faire connaître 
avec précision la nature et les avantages des diverses formes de en- 
molatîons d'épai^nes et de remboursemens , afin de montrer celles 
qui sont le plus favorables h Pintérét des familles et à l'acquisition 
des habitudes qn'on doit encourager. D'abord on doit placer en 
première ligne les caisses d'épargnes dans lesquelles on reçoit de 
petites sommes pour les accumuler , et rendre le prodijjt entier 
Il des époques plus ou moins éloignées, comme l'établissement 
des enfans , Tâge avancé du père de famille. Ici, lorsque Temploi des 
fonds de la caisse a été sage, il y a peu on point de risques à cou- 
nx; le travail et la bonne conduite ont leur récompense, qui tourne 
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i34- G'eft à ce dernier' cas que ae rapportait les 
compagnies qui assurent les «larcha&dMOS ei les wmk^ 
«eaux y contre les riaques de mer ou de guerre ^ les 
maisons, contre les incendies, la Talenr des récoltes^ 



tooi entière an profit de la famille , et par conséqneot de la ao- 
eiéte, 

MaHnenreoceffieni ce mode ibh jtfiop p^a prorinctifqvand le» éco/r 
nofnics cju^on pent faiw sont faibles : on a donc voala , pour en 
augmenter le résultat, les combiner avec les chances de la morta- 
lité; et consideVant tonjonrs Pactivitë et le travail comme la r«- 
source iumanqnable et nëcessaire des iamilles peu atsëos, on aVat 
borne à préparer des secours ponr des malhenra imprévus : <Ie là 
sont nées les assurances sur la vie et les caisses des venues , par 
lesquelles on assure k des survivans une somme une fois pay^e 
ou-n<ie pension pour suppléer, pendant un temps plus ou moins 
Jong , an travail du père àt famille < De £els atabliasccneBS se vs- 
commandent pnr eux-mêmes sons tous les rapports , puisqu'ils en- 
couragent le tentiment le plus noble et le f^us iMtie è la s ociëlé , 
le bienveillance ponr nos proches. 

Que par des circonstances de leur vie, des individus sans faRiille, 
ou n'ayant que des parens aisés, se décident , pour améliorer pins 
sensiblement leur position , à faire des placemeiis viagers ; ce mode, 
moins digne d'être encouragé que les précédens , est encore bien 
préférable aux tontines; car, dans l'un comme clans l'autre, le 
fonds est perdu pour les héritiers; mais du moins dans le premier, 
oîi le remboursement de ce fond s'effectue k raestire que la vie du 
rentier se prolonge, il obtfent beaucoup plus tdt.un revenu meil- 
leur qne cel«i qu'il tirerait de la tontine, et ne perd que l'espérance 
frivole d'un revenu exagéré, auquel atteint à peine un petit 
nombre d'individus privilégiés , on celle d'une riche succession, 
encore plus difficile à recueillir. 

Il n'est donc pas possible de voir daos les tontines antre chose 
que de véritables loteries dont les inventeurs s'adressent à la cupi- 
dité des actionnaires , et âi cette passion de tenter les hasards qm est 
la source de tant de desordres dans les jeux. Si les inconvéniens des 
tontines sont moindres, c'est parce que le tirage, ou la décision do 
jeu , n'a lieu qu'h une époque très éloignée ; mais dès leur origine il 
a été reconnu que leurs chances n'étaient propres qu'à endormir 
l'activité de ceux qui s'y étaient intéressés. 

A ces observations morales sur l'efièt des tontines, relativement 



' 
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contre )es iutenipéries des Baisons , et en gëaéiul tous 
les genres de commerce qui dépendit d'ëvènemens 
UHjmîs AH bftsavd. Cdni qui se livre à de pareilles 
spéciiUtÂons doit trouver dans le taux qu'il exige , 



«r»"^ 



aux rentiers , il faut joindre b diScnlté àe les amener & IVtat d'un 
je« 4^ftl y en les MmîettissaBt ans r^es da oalcal des probabilîU». 
(jenrs autenj^ , ne 4:herchant gaèi^e qp^à présenter des «chancci 
séduisantes , sans s'astreindre à la détermination ez^tcte des probabi- 
lités qui dépendent d'opc^roiions presqoe impraticables par leur lon- 
l^or, se bornent k rdnnîr les associés en classes dont l'étendne eM 
telle qae les plas jennes ontsor les autres on »T|iBCage très nMqiM^f 
vient ensuite la diffîcnlté de partager les fonds à r«;zpir(itiop de 
chaque classe ou de la tontine. Pour échapper à x:es embarras, il nV 
aurait qu'Anne seule manière , ce serait de ne grouper ensemble que 
des HidÎTÎclas de même âge, dans îcs'naémes circonstances, d'as- 
signer r^'Htsge de chaque classe au dernier snrriTant ; mais c'est 
un mode impraticable dans des associations formées d'un nombre 
pcQ considérable d'individus j et il est bien à désirer que ce nombre 
demeure toujours renfermé dans des limites très étroites. 

Panm les raisons qu'on a fait valoir en fiaveur des tontines , on 
9t*a pas iiaanqQé de dire qne, par ieur moyen , le capital était 
conservé; mais peut-on dire que eeljui des xentes yiagères soit 
perdu poar la société? Le rentier qui a eu plus d'aisance, con- 
sommant h raison de son revenu, a contribué au mouvement d/B 
llnilostrie et du commerce, et c'est là tont ce que la société 
peut dcpnander e^ général. Que lui importe qu'un pariicolier 
devienne très riche, tandis que d'autres languiront dans le b^ 
soin ? Le but de la société est , ou doit être , de distribuer le 
mieux qu^il est possible entre ses membres les douceurs que pro- 
cure la civilisation, et -non pas de Ips accumuler dans un petit 
nombre de mains , en favorisant i'établissemcnt dos gcandes fns- 
tunes aiuç dépens des petites. 

Ceux qui désireront plus de développemens sur ce sujet , pourront 
consulter le Moniteur ^u 4 octobre i8ai, qui contient im rapport 
fait k l'Académie des Sciences , dans lequel M. Fourîer a exposé 
avec étendve les principes ralionneb poar juger ie& diveiv genres de 
placeoMas. Quant au calcul et auz dpnuées sur lesquels ce qalcuj 
est fondé, nous rienvcrrons à l'oiivragc que M. Francis Baily a 
publié sous le titre de ,7%c Doctrine of life annuities and aS' 
snranceSf etc., déjà cité p. ao4. 
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nremièreinaïC une probaibilitë très considérable de ne 
pas entamer ses fends au-^delà d'une certaine limite , 
afin de pouvoir continuer suffisamment sa spéculation ; 
3econdçment , une probabilité assez grande d'obtenir 
un profit au moins égal à l'intérêt que ses capitaux lui 
auraient rapporté dans un placement qui ne lui eût fait 
courir aucun danger, plus au salaire auquel lui donne 
droit le travail qu'exige de lui son entreprise. 

Le premier élément à déterminer ici est le risque de 
perte et la probabilité de succès. Il ne serait pas aisé 
de dire comment on s'y est pris à l'égard des risques 
maritimes; car Je ne sache pas qu'on ait dressé des 
listes exactes et loug-temps continuées des vaisseaux 
qui se sont perdus, ou* qui ont été pris dans diffé- 
rentes guerres. La construction et le dépouillement de 
ces listes exigeraient beaucoup de détail , puisque dans 
la classification des évènemens , il faudrait considérer 
le lieu et le temps , soit du départ, soit de l'arrivée, la 
force du vaisseau , celle de l'équipage. Le détail de la 
valeur des pertes serait encore plus considérable , puis- 
qu'on assure non-seulement le corps du navire, mais 
les marchandises qu'il porte, et qu'on répond des ava* 
ries que ce corps ou ces marchandises peuvent épron-> 
ver. Il ne paraît même pas possible d'apprécier avec 
quelque exactitude cette foule de circonstances ; mais il 
est vraisemblable que les profits du commerce mari- 
time ayant été d'abord très considérables , les négo- 
cians , dans la vue de se procurer des rentrées cer- 
taines , ont pu faire sur ces profit!» des sacrifices assez 
grands pour tenter des spéculateurs hardis. L'exemple 
des gains que ceux-ci ont faits leur a bientôt donné des 
concurrens ; d'un autre côté, le bénéfice des marchands 
devenant moindre, etles dangers diminuant par le per- 
fectionnement de la navigation , les uns ont appris de 
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rexpérience ce qu'ils devaient abimdoniiery et les autres 
ce qu'ils devaient exiger pour ne pas trop compiro*"- 
mettre leur fortune C). > . - 
, Si l'on voulait . appliquer aujourd'bui le eakul à 
ce genre d'assurances, il y aurait de grandes re- 
diercbes à faire dans les ports , pour se procurer des 
données exactes ; mais il y a tout l^eu de croire qu'on 
n'en retirerait pas beaucoup de fruit; car l'Acadé- 
mie des Sciences proposa trois fois ce sujet de prix , 
de 1 783 à 1 787 , et ne put rien obtenir de satlsCeû- 
sant. La théorie n'était pas difficile à établir, mai3 les 
faits ont toujours manqué ; et ensuite la considé^atioif 
d'un nombre fort, grand de risques ayant des proba- 
bilités et des valeurs différentes, aurait rendu les 
calculs impraticables , à moins que l'on n'eût réduit 
tous les risques qui offraient quelque analogie , ji un 

i' {*) 3\ï vu dftns.iin Mémoire manascrit, dont l'autcor paraissait 
assez au fait de la {uratiqne des assurances maritimes , que le risqa^ 

en temps de paix était estime à «^ dans les cas les plus ordinaires « 

^e qai exigeait une prime de i et ^^ pour *^ On trouVe dans les 
Annales de Chimie et de Physique, nn extrait du Tableau des 
Jtégions arctiques, par M. Scoresby, oîi sont rapportés ^es faits qui 
donnent la mesure du danger de perte pour les bâcimens hollandais 
et anglais qui vont pécher la baleine yers le Spitzberg et la baie de 

Baffin.C^étaitd'abord4sur looou-r pour les Hollandais, dans 

les environs du SpÂtzberg , puis a sur too ou ?- , près du détroit de 

Davis y et maintenant moins de — > pour la flotte anglaise jles 
baleiniers qui fréquentent ces parages. {Annales, etc., t. XVIlI, 

, Suivant le Mémoire manuscrit que j^ai cité plus hant, le nsqne 

dUncendie est estimé ■ pour les maisons couvertes' en ardoises 

aoooo ^ 

et bftties en pierres. 

3* édition. 16 
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Mul, d'une pwAabUité et d*unfl valeur moyenmf 
qui aurait été rooin* exact, maU ce qu'a parait imp 
sible d'éviter de faire, même pour les autres genre» 
d'assurances. Il aumt faUu aussi , dans la rigueur, 
foire uss^e des formules qui donnent les probabiUté» 
à poMiioris mais il n'était guère moins néceMaiie de 
sacrifier encore « point à la brièTeté (*). 
- i35. En réduisant donc la question à l'état le plus 
simple , ne considérons que deux érènemens , Vun en- 
tièrement heureux , dont la probabilité soit e, \ autre 
faisant payer par l'assureur une somme a, et dont 
la probabilité soit/; désignoiis par p le nombre des 
vaisseaux assurés, et par b la somme que l'assureur 
reçoit pour chacun. €ela posé , la somme des termes 
du développement de (e +/)^ à partir du premier 
terme jusqu'au terme affecté de e^^/^ inclusivement, 
donnant la probabilité que le nombre des évèncmens 
malheureux ne surpassera pas q (22), si Fou étend 
cette somme jusqu'au terme ou elle cesse d être moin- 
dre que la probabilité à laquelle l'assureur veut ar- 
meï, d^ ne pas outrepasser la plus grande perte c 
qu'il consente à «prouver, et que q' «présente la va- 
leur particulière de ? à ce terme , ^a -^ph sera la 
plus grande perte corres pondante à la probabilité fixée, 

(*) fin «wnninani le «njet de pk» près, la difficulté |»ialt wig- 
mcnier encore 5 car les naufrages arrivant en grand nombre par 
|»e»ît des ouragans , la t>robabiliié de la perte dSip navife ne «mratt 
nias éire regardée comme celle d'un événement simple : il fandrait 
remonter jnsiia'k la probabJUl^ propre des cïnragans dans tdie cm 
tplle rfgipn , et I* combiner avfic la probabilité d« la pertç d'un n^ 
vire dans ces circonstances. 

Qi, eftii^e qnç 4anii VUWe?r dç 18^1 à i^\% ilape>* environ a«oona- 
vircs et 10 000 hommes -, aSo'bâlimens et a5oo hommes ont été englon- 
tis sur les cAtea du Danemartsk seulement, (Butietin de» annonces et 
des nouuellej seientifiçues, t. III, p. 34o, n' % vfùx iS^J , «««it 
du Courtier ^"S^*^^' <*° ^ ™"**^ 
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En l'égalant à c, on auia Téquation 
q'a — pb = î;y d'où As= 



^43 



^a — c 



puis représentant par ff le gain que donne l'opération, 
lorsque le nombre des éTènemens malheureux est ré* 
duit à q^y on formera l'équation 

dans laquelle mettant la valeur àepb^ tirée de l'équa* 
lion précédente y on aura 



^a^c^q"az=:g 



oi;l 



î'-î' 



<:+e. 



mmà 



1> 



tit ^ipÀ-j lorsqti'^B 88~d9aiicra ^^ fers* eoiinaUfcs ^ 
par ^y indépendamment de p. Calculant alors la 
probabilité correspondante, à là valeur je q'^y on 
verra si elle donne une espérance suffisante d'atteindre 
au bénéfice que comporte la nature de l'eaCseprise. 

Si cela n'était pas, on pourrait augmenter cette 
probabilité, en prenant pour l'exposant p qui marque 

le nombre des vaisseaux assurés , des nombres de 

^ ^ <7' — if 
plu« en pltt* ^ai|dA> afin. q«ie le rapport ^ ^ de* 

venant dé plus en p(us petit , la somme d^s ternes 
compris enti^ ceux wui soilt affectés de eP^'f'fV et de 
cr*'9y1f*^ et composant la dîffè*rence des probâbilitéç 

plus en plus. 

de ces formules, il 
est à propos de se former unejljlqç <de,^laxnar<^e des 
valeurs qu'elles prennent dans des cas particuliers : à cet 

effet, j'ai supposé etrs-S^, /*= — =^, et je rapporte 

ci-dessous les la premiers termes du développement 

-^ -4-, — - 1 , avef: les 3onmiev r^sidt^tes*id<ç. 

lOO tOO/ " ' ^ ITT r- vr. . rr 

Padditioti successive de ces terme*. ' ' 

i6.. 



de perte et dé gain^ décroisse de '; 
i36. Pour bien, concevoir^ l'usaç^ d 
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Pertes. 


* 

Probabii. 


Sommes 
(les probab. 


Pertes. 


Probabil. 

* 


Sommes 
des probab. 




I 
2 

3 

4 
5 


0,133980 
0,270667 
0,272034 

o,i8i355 
0,090220 
0,035723 


0,133980 
0,404647 
0,676681 

o,858o36 
0,948256 

o>983979 


6 

7 
8 

9 
10 

II 


0,011727 

o,oo3283 
0,000800 
0,000172 
o,oooo33 
o,ooooo5 


0,995706 
0^998989 

^>999789 

«>99996' 
0^999994 
o»999999 



Dans ce Tableau , qu'on peut regarder comme ex- 
priniant les évènemens de l'assurance de 200 vais- 
seaux , soumis chacun au risque de , la Golonne 

' ^ 100 

marquée probabilités indique celle de la perte iso- 
lée de O9 I, 2,.. ..II bâtimens , et la colonne des 
sommes, la probabilité que la perte n'ira pas au-delà 
du nombre indiqué dans la première colonne. 

En prenant la valeur de 7 vaisseaux , ou 7a pour 
la somme c , perte extrême , et supposant qqe l'assureur 
veuille obtenir une probabilité 1 00000 contre i , que 
l'événement n'outrepassera pas cette, limite, il faudra 
descendre jusqu'au terme où la somme des probabilités 
surpasse 0,99999; ce cjuia lieu au il* terme, qui ré- 
pond à'^' t= lo. PaT ce nombre, l'équation 



3lîZ:f , donne * = 



3fl 
200 



i." 



c'est-à-dire i ; p. | de la valeur de chaque vaisseau.. 
Si l'oit voulait ensuite connatti^e la probabilité que le 
bénéfice de l'assureur ne tombera pas au-dessous, d'une 
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certaine limite, par exemple du lo* dé la somme c, il 
faudrait prendre ^= 0,7a, et Tequatioii 

^ — y*=r-— î-2., conduirait à 16 — j^xss^j^ ou ^'sss,^, 

valeur qui tombera entre celles de q au 3* et au 
4' tenue , auxquelles correspondent des probabilité^ 
0,676 68 1 et o,858 o36 : on peut^donc s'arrêter à en- 
viron |. On aurait une probabilité' plus forte en don- 
nant ùnei valeur' plus grande à ^, ce qui diminue- 
rait celle de d 

Dans rbypothèse établie ci-dessus, il suffit d'aller 
jusqu'au 4* terme pour n'être pas encore en perte, 
puisque celle de 3 vaisseaux est compensée par les 

primes reçues pour tous : l'assureur aura donc la piroba- 

5 
bilité o,858 o36 ^ ^, de ne pas entamer ses fonds. 

Quand on porte à 4^<> ^^ nombre des vaisseaus^^ 
assurés, et qu'on fait en conséquence le développe^ 
ment de 

\ 100 100/ * 

pour former le tableau analogue à celui de la page précé-^ 
dente , si l'on maintient la prime à i £ p. | , comme ci- 
dessus , qu'on cherche la limite de la perte qui répond 
à une probabilité de 100 000 contre i , on trouve qu'elle 
tombe entre le i5® et le 16' terme , où la somme des 
probabilités s'élève à 0,9 999 967 , ce qui répond à la. 
perte de f4 ou i5 bâtimeus, c'est-à-dire d'une somme 
comprise entre i4^ 6t iSa; mais le produit des primes 
étant 6a , ramène cette limite entre 8a et ga. Si Ton 
voulait la réduire à 7a, il faudrait augmenter un peu 
la prime , ou se contenter d'une probabilité plus pe-^ 
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tite; car dUe ieraitâoniiëeparlei4* ternie, répooéani 

^ ®»9 9993v- 

Quant à la probabilité du gain de la 10* partie 

de 9a, on aurait pouir la déterminer IVqTiattoii,.. 

i5 — 5r*=g,gj ce qui donnerait q^sssSj et mènerait 

au 6* terme , où la somme des probabilités est 

ûyj 859 190^, environ ^. Enfin , la probabilité que Ta»* 

sureur n'entamerait pas ses fonds ^ se formant de la 
somme des 7 premiers termes du développement cal- 
culé, s'élèverait à 0,8903749» près de -3, 

137. La comparaison de ces résultats avec ceux dupre* 
mier exemple , fait voir que la limite de perte corres* 
pondante à une probabilité de 100 000 contre i , croit 
h la vérité , mais dans un rapport beaucoup moindre 
que le nombre des vaisseaux assurés , et que la proba- 
bilité du gain, et celle de ne pas entamer les fonds, 
augmentent aussi , ce qui établit l'avantage qu'obtient 
l'assureur quand il multiplie ses entreprises. Ces remar- 
ques sont assez importantes pour qu'on cherche à les 
constater par des déterminations relatives à un très 
grand nombre d'assurances ; c'est ce que j'ai fait en 
calculant les 72 premiers termes du développement 
de 

\ ipo 100/ ' 

qui conduisent à une somme de probabilités déjà fort 
siqpérieure à celle de 1 00000 contre 1 . £n faisant usage 
des logarithmes , le travail n'est pas aussi considérable 
qu'on pourrait le croire d'abord; mais pour obtenir 
une exactitude suffisante, il faut employer à lafoxmation 



DBS PROEiLBlLlTÉS. O^^ 

de» piûsaafice» de gg, deA logarithmes ayant an moiiu 
lo décimales. 

C'est entre le 69* et le 70* tertf»e q«e la somme des 
probabilités atteint 0,9999g; au 70* terme on ai^'asBg. 
La perte correspondante à ce nombre serait donc 69a.; 
mais les primes, toujours à i î p. |, formant un 
total de 60a y la perte effective serait seulement de ga^ 
rëstiltat qui ne diffère pas sensiblement de celui qu^oot 
dotmë 400 assurances. 

Pottr un gain au moins égal à la 10* partie dega^ 
on trouve çr^saBÔg, ce qui donne une probabilité égale 
à 0,998» 161, ou plus de 5oo centre i« 

Eoin, les primes couvtani la perte de 600 Yai»^ 
seaux y la probabilité que le» fonds de l'assinreiir ne 
seront pas entamés est 6,9088661 > plus de. 800 
contre 1 • 

Si l'on trouyait le gain de 0,9a bien petit, lorsque 
Fentreprise embrasse 4<>oo assurances , et que d'ail- 
leurs il doit être augmenté en raison de l'accroisse- 
ment des frais d'administration, on perdrait sur la 
probabilité ^ puisqu'il faudrait remonter à un terme 
moins avancé dans le développement; mais on trou- 
verait encore des probabilités assez fortes pour des 
gains beaucoup plus considérables : par exemple , celle 
que le nombre ées bàtimens perdus ne s'élèvera pas 
au-dessus de 48» événement qui laisse encore 12a de 
bénéfice à l'assureur; cette probabilité ^ dis-je, est 

de 0,0 086 2o4> -2-. 
'^ ^ 10 

Ce dernier exemple montre bien que les avantages 
de l'assureur croissent beaucoup plus rapidement que 
ses risques ; et le peu de changement qu'a subi la va- 
leur de c y en passant de p =s 400 à p = 4000 , semble 
indiquer que la prime et la probabilité extrême de 
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perte demenyniBt les mêmes, cette vakur dec est;sii9- 
ceptible d^une limite dont ga doit approcher beau* 
coup, dans les hypothèses établies ci-dessus. 

Pour la déterminer en général , il faudrait pouvoir 
assigner, au moyen des quantités^, ^^ f% Isl valeur 
que doit avoir q^ quand la somme des termes du déTe- 
loppement de {e-\-fy depuis le premier jusqu'à celai 
qui est affecté de e^'^/' inclusivement , a une valeur 
donnée; c'est ce qu'il paraît assez difficile de faire à 
priori. Mais quand le second terme du binôme est 
comme ci-dessus, très petit, le nombre des termes à 
calculer n'est pas très considérable, et l'opératioB peut 
être abrégée par des artifices convenables à ce cas 
particulier, ou par des tables dressées d'avance. {J^oyez 
à ce» sujet la note T.) (^). 



{^) Les calculs prëcédcns fonrQÎsseiit des exemples remai' 
qnables de la proposition énoncée dans la note de la'page ii5; car 
dans les développemens de 

Vioo 100/ \ioo 100/ Vioo 100/ 

les plus grands tecmes, savoir, le 3^4u i^r développement, ie 5^^ du 
second et le 41^ du troisième, ëtant respectivement 

OjV]% o34 , o, 196 35 1 , Q|p63 964 » 

décroissent, comme on voit, assez rapidement^ la somme des 
termes qui précèdent, prenant les Taleurs 

0,404547, 0,433488, 0,478655, 

s'approche de plus en plus de Oy5 pu 7 , et le reste des termes de 
chaque puissance, égal au complément à Tunité, donne les va- 
leurs 

o,3a3 4i9> 0,371 i€i, o,458oSi, 

moindres que les ptécédentes , mais tendant aussi vers \. 
Persuade que les applications particulières frappent bien plui^ 
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i38. Afin de donner aux oakttkpréofldeiis tontel'exac^ 
titade dont ils sont susceptibles , il faut tenir compte* 
de la différence des épotfues auxquelles , suivant le 
contrat d'assurance , les sommes a et b doivent se 
payer, ou, ce qiii est la même chose, substituer aux 
lettres a et 6 les valeurs de ces sommes , réduites à 
la même époque. Quant à la valeur des probabilités 
exigées pour la perte et le gain , on la déterminerait 
à posteriori, si l'on connaissait les résultats moyens 
d'un' assez grand nombre d'opérations suivies aveo 
suecès, ou bien à priori, en les comparant avec des 
probabilités de risques auxquels ou s'expose volontai-^ 
rement , sur des motifs plus ou moins légers. L'un et 
l'autre de ces moyens ont été proposés par Gondorcet, 
à l'article assurance , dans le Dictionnaire de Ma- 
thématiques de V Encyclopédie méthodique, et bientôt 
j'indiquerai les bases du second. 

189. Après avoir discuté les intérêts de l'assureur, il 
£Biudrait s'occuper de ceux de l'assuré , mais cela me 
mènerait trop loin. Je me bornerai à remarquer que la 
garantie des sommes assurées ne peut être fixée que 



TetprU qa« dea cnoucv gënëranz , j*ai cm pouvoir m'arréter sur les 
précédentes, qui mettent en évidence les propriétés de la formule 
du binotne, sur lesquelles reposent les résultats les plus importans 
du calcul des probabilités (a6, 27, d8, 34), et entre autres cette 
accamalation des termes pins forts dans les environs de celai qui 

est le plos grand de tous (3o). Elle est bien indiquée par la rapidité 

q* q- 

avec laquelle décroit le rapport V' ~ du nombre des termes com- 
pris entre ceux qui répondent à la limite de la perte et h celle du 
pain , avec le nombre total des termes du développement. J3ans les 
exemples précédens, ce rapport devient successivement 

8 10 fo 

aoi' 4*)i' 4^01" 
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par une probabilitc ttmvtnut pomr celle àe la plu» 
gnmde perte dont rassnreor soit tenu de répondre ; 
on peut alors exiger que la somme destinée à cou* 
Trir cette perte soit préalablement déposée ou asn^ 
gnée sur des gages suffisans. On Toit que cette somme 
doit être la n»eme que celie qui a été désignée par e 
dans le n^ 137. 

Je terminerai ce qui regarde les assurmnces, en 
lisisant obeerter que leur propriété caractéristique 
est détendre à ramener à une Taleur moyenne 
le bénéfice de toutes les entreprises du même 
]genre , en quelque nombre qu'elles soient ; car 
c'est avec le gain que les iusursurs font smr les 
assurés qui réussissent , qu'ils indemnisent ceux qui 
perdent : c'est donc à peu prèé connue si tous avaient 
mis leurs fonds en commun et étaient convenus de 
réparer, au moins dans une certaine proportion , les 
pertes particulières. Ainsi, ^à l'égard des récoltes , 
c'est reverser dans les cantons ou elles ont souffert, 
une partie de l'excédant obtenu dans ceux où elles 
ont prospéré. Les assureurs sont les agens intermé- 
diaires de cette association fictive, et le profit qu'ils 
font doit être conside'ré comme le salaire des fonctions 
qu'ils y remplissent (*). S*il existait un autre moyen 
de diviser les risques, l'assurance deviendrait super- 
flue i et cela aurait lieu naturellement pour le négociant 
qui prendrait part immédiatement , à un très grand 

/ 

(^) Le priaâpe indiqué ci-dessas est précisëmene celai qui sert de 
base aux assurances mutuelles, comme celle quia lieu h Paria 
pour les maisons incendities. Les frais de rcgie sont les seuls à la 
charge des assurés , puisque! n^y a point de bénéfices à donoer aux 
assureurs. M. Fonrier a fait sur ce sujet un Mémoire trè^intéres- 
sant, dont on trouve resirait dans les jinnales de Chimie et de 
Physique, t. X, p. T77 (fëTrier 1819). 
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nombre d'en treprilBes^ «i le propriéUtice qui amsit dm 
possessions disséminést daiM wn -grand Aoni^re de cêxb* 
ton» éloignés les uns des autres. 

De la Probabiliié.des témoignages eides déeiâion»* 

• 
i4o. Lorsqu'on peut l'assimiler au jet d'un de, le 

témoignage admet l'application du calcul des probabi- 
lités; et c'est ce qu'on a d*abord essayé de faire en 
supposant que, sur un nombre donné de dépositions^ 
le même témoin dit ou rencontre un même nombre de 
fois la vérité. Nous commencerons par tirer les prin- 
cipales conséquences de cette hypotbèse ^ dont nous 
discuterons ensuite la convenance avec le sujet. 

Soit u le nombre des cas dans lesquels le témoin 
dit vrai , m celui des cas contraires ; la probabilité 

de la vérité de sa déposition sera — : — , et la proba- 

'^ t^-f-m "^ 

bilité contraire 



Supposons qu'un autre témoin, pour lequel les 
nombres analogues aux précédens soient v et m\ 
dépose du même fait ; les probabilités pour et contre 

la vérité de son témoignage étant ^-^ — ; et -,— — -^, 

on aura, avant que les dépositions soient connues, les 
probabilités 



W mm! 



que les témoins s'accorderont , soit pour dire vrai , 
vAt pour mentir, et les probabilités 

vrnl mv 



{y Jh m)(i.'+ ni) ' {i^+m)(t>'+ m') 
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quHlè ae contrediront , le premier déposant la vérité,, 
le second mentant, et vice vend. 

Quand les dépositions seront connues et qu'elles s'ac- 
corderont , il n'y aura que les deux premiers évènemens 
indiqués ci-déssus qui seront possibles ; on aura donc 
les probabilités 

> «t , > . , Ci3) 



que l'accord des témoins sera en faveur de la vérité^ 
ou bien pour le mensonge* 

S'ils se contredisent, les deux derniers évènemens 
devenant alors les seuls possibles , il en résultera lei 
probabilités 

vm' mv 



que la vérité sera dans la déposition du premier té- 
moin ou dans celle du second. 

i4i. Il est facile d'étendre ces dernières formules 
à un nombre quelconque de témoins ; et si l'on assigne 
à leur témoignage la même probabilité, en posant 
(^ = i^' = etc. , m ss: 7n^ = etc. , que p soit le nombre 
de ces témoins et qu'ils s'accordent , il en résultera 

pour la vérité du fait déposé , la probabilité — -|— ^ , 

et -r—. ' pour le contraire. 

En divisant les deux termes de la première fraction 

par i^, sa nouvelle forme r, fera voir qu'elle 

I -+- — 

augmente avec p lorsque w}>m, et qu'elle décroît si 
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.V <[ m ; que par conséquent , lorsque les témoins mentent 
ou se trompent plus souvent qu'ils ne disent la vérîté, 
plus ils soDit nombreux et moins là concordance de 
leurs dépositions a de poids. 

S'ils se «contredisent, et que sur la totalité, il y en 
ait p affirmant et q niant le même fait , La prohabilité 
que les premiers disent vrai sera . > 

• * 

-- — :; — ^ — --r, et sa contraire, ; -^. 

• É 

En divisant les deux termes de ces fractions par \^rnfi . 
on les . change en 

et 



qu'on. obtiendrait pour les prohabilités correspondantes 
à l'accord de /? — q témoins : la valeur de la 'déposition 
se réduit donc , dans ce cas , à celle d'une déposition 
unanime faite par un nombre dé témoins égal a l'èSccès 
du nombre de ceux qui affirment, sur celui de ceux qui 
nient. ^ 

12^2. Lorsqu'une personne rapporte ce qu'elle tient 
d'une autre , que cette autre avait reçu, d'une autre , 
et ainsi de suite, cette sorte àe témoignage, qui s'ap- 
pellnnufi^ion; -donne lien à toutes les c o mbin aisons 
indiqué,es au commencement du n® i4o ; car d^ns la 
chain/e .de témoins qui ont déposé, successivement du 
fait, le dernier étant seul entendu par la personne qwî 
prend l'information, laisse douter si celui qui le pré-i 
cède a dit ou non ce qu'il lui fait dite', et en même 
temps si 4:«M» première déposition é^it une vérité p^a 
un mensonge. En ne considérant donc qpe'deux per*- 
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sonnes dans la diâtne des témoins, il en résalte les 
quatre probabilités exprimées dans le a* cité. 

Les deux dernières correspondent éridemincnt à la 
ÊBiusseté de la tradition , puisque l'un des deux témoins 
a menti. Mais, s'il s'a|;issait de témoignages rendus par 
ouï on par non, de propomtioiis entièrement contra- 
dictoires 9 alors la deuxième probabilité , qui suppose 
que les deux dépositions successives auraient été fausses, 
répondrait à la vérité, aussi bien que la première , 
qui les suppose vraies. En effet , le premier témoin 
ayant dit oui lorsqu'il fallait dire non, le second, qui 
rapporte le contraire de ce qu'il tient effectivement du 
premier, prononce oui, c'est-à-dire la vérité : la pro- 
babilité de la tradition serait donc^ dans ce cas , 

-jr, et sa contraire, ; — ; — rj-^- ;- ('•'). 



" Jl^a première de ces probabilités surpaçsç toujours la 
secp^ijl^ ^ lorsque l'on a en même temps 

car la différence des numérateurs est 

' w' -J- mm* — f m'— ^TWi'' = (t^ — m) (p'— m') , ' 

f*) Ce cas singulier a été remarqué par M. P. Prévost^ professear 
HéPfnlësopfiîe II Genève; ân^ èes feeoM mit h «lilcifl dM pv^bàbî* 
fifid», oà il a «iictiiigiirlefc dânoigmgc» obl wimultift^p^ o«f»/airer» 
et ^uficâssifs , ou tr^itipanfU(^ Vf^jr^ le 3* v^U^a^ 4e p^ JK^saû 
de Philosophie f j^a^e -86, et un Mémoire qui lui est commailk 
avec M. PHuilirer, et cjuî est inséré ^ans ceux iXe VÀ'càdîf mie de 
Btrfin i Btmêt t^g^y -pftg» t3l . €*<W de te deniifer 6erii 4|M f$Â «x* 
M«tt ei» gratid« piM tKi 041 Srtîdt^ Ql Je» dewi ^«i vftns. 
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produit positif quand ses deux facteurs sont de méine 
signe. 

143. Si la chaîne traditionnelle se compose d'un 
nombre quelconque/? de témoins, et que les deposi-- 
tions de chacun aieat une égale probabilité', les di- 
verses combinaisons de' la vérité et de Terreur seront 
donnéas par la développement de 

dans lequel tous les termes où Texposant ^e m est 
pair, indiquant un nombre pair de mensongejs succes- 
sifs, devront être pris en faveur de la vérité delà tra- 
dition , si les dépositions ne peuvent varier que contra- 
dictoirement i sa probabilité sera donc 

vP ^EiPJljl vP-^m^ 4- etc. 
et la probabilité contraire, 

{y -+- my ^ \ • 

On simplifie beaucoup ces expres^ipns , qu oJbs^lFant 
que le numérateur de la première équivaut à 

1 — » 

et celui de la seconde à 
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(i' -f- my — (i' — my 



2 



parce qu'elles deviennent respectivement 

(if A- my^(y^^m)P __ i f (^ — '"Yl 

{y-^my — {y — my J_ i f (^ — ''*Yl 
i{y + my ~ 2 l \"" V-f-m/ / * 

i44* ^^s deux espèces de téirtoignages que nous 
avons considérées précédemment peuvent se combiner. 
Par exemple , un nombre/? de témoins dépensent chacun 
séparément sur un fait qu'ils tiennent d'un individu qui 
Ta vu : alors la probabilité que les témoins rappor- 
tent fidèlement ce que celui-ci leur a dit, est, s'ils 
sont unanimes y 

(141) > et sa contraire, -- 



Supposant que la probabilité du témoignage de celui 

■ V • ' m 
qui a vu le fait soit aussi — ; , la contraire — : , 

la probabilité de la vérité de la déposition finale sera 

i;P^* 



si l'on ne doit y admettre que des témoignages confor- 
mes à la vérité, et- 



. :i 



li^^mP)Xv'^my 

quand deux mensonges successifs équivalent à la 
vérité. 



j 
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Si le même fait était transmis par plusieurs chaînes 
de traditions distinctes, composées chacune d'un nombre 
p de dépositions successives, dont la dernière seule eut 
été entendue par celui qui prend l'information, on au-« 
rait d'abord , par chaque chaîne en particulier, pour 
la vérité et pour Terreur, les probatnlites 

2(i^+m)P 2(v+my ^'*^' 

en les désignant par /^et 3f , nommant q le nombre 
des chaînes de dépositions , et supposant qu'elles soient 
unanimes, il en résulterait une probabilité 

ri 



F^ + M^' 

en faveur de la vérité du fait énoncé* 

La marche de cette expression dépend du rapport 
de i' à m ; et pour la déterminer, il faut d'abord ob- 
server que celle de M est contraire à celle de./^, puis- 
que )^ -}- J/ = i ; qu^ensuite, lorsque i'csto, on a 
V-szsM-r^. ^ , et que cette dernière valeur est une limite 
vers laquelle tendent, dans tous les autres cas, ces quan- 
ti tés à mesure quej!^ augmente. La première est tou- 
jours^ \ quand (^surpasse m ; mais si le contraire a lieu, 
il en résultera /^<C i ^^ ^ a » selon que p sera impair 
ou pair. €e changement singulier, que produit Taddi- 
tion d'un seul témoin à une chaîne d'ailleurs aussi nom« 
breuse qu'on le voudra , vient du double témoignage 
erroné , compté comme vrai (142). 

145* Nous avons supposé jusqu'ici que les dépo^ 

■sitions étaient entièrement vraies ou entièrement 

fausses , ce qui n'a réellement lieu que lorsque l'infor^ 

«dation est réduite à des interrogations simples , aux- 

Z* édition, 17 ' 
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quelles on ne peut re'pondre que oui ou non. C'est à 
ce point qu'il faut toujours tâcher de les ramener, 
en analysant les énoncés ; mais quand la chose n'est 
pas possible , on doit distinguer plus de deux sortes 
de témoignages. Lambert ,' qui s'en est occupé dans 
son Noi^um Organon, les a classés en 'OraU ^ insi^ 
gnifians ou nuls , et faux. 

Si l'on prend toujours le dé pour emblème, cela re^ 
vient à supposer qu'il a trois sortes de faces , et qu'en 
conséquence on doit embrasser dans chaque épreuve un 
pareil nombre d'évènemens possibles. Les forniules re* 
latives à ce cas (54) résolvent toutes les questions anar 
logues aux précédentes; mais le calcul devient trop 
long pour trouver place dans ce Traité. 

146. Quand on considère combien de faits extraor^ 
dinaires ont été reconnus faux , quoique appuyés sur 
des témoignages mul lipliés ou d'une autorité imposante^ 
on est porté , toutes choses d'ailleurs égales , à donner 
d'autant moins de confiance aux dépositions , que les 
faits qu'elles attestent s^écartent plus de ce qui se 
passe habituellement sous nos yeux. En effet, si, lors- 
qu'il s'agit de tels faits , le nombre de mensonges ou 
^'erreurs est dans un rapport beaucoup plus grand avec 
le nombre total des dépositions , que lorsqu'il s'agit des 
faits compris dans Tordre constamment observé, le 
poids du témoignage ne doit pas être le même pour les 
premiers que pour les derniers ; la forme du dé doit 
changer avec la nature du fait ; mais c'est encore ici 
une de ces circonstances dont j'ai parlé dans le n^ 75, 
où l'on cherche à donner au calcul une Iprnie qui 
rapproche ses résultats des aperçus du bon sens. Ou 
voit bien qu'il faut substituer au rapport constant par 
lequel an représente la probabilité du témoignage^ 
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"suivant Thypolbèse du n* t4^ , une expression qui ie 
fasse décroître avec la Yraisemblance propre dn fait 
atteste'; mais on ne trouve pas dans la nature du 
sujet, des conditions assez étroites pour établir une 
relation précise entre ces deux élémens. On s'est ar- 
rêté à regarder la proj^abilité propre du fait comme 
représentant celle d'un second témoignage recueilli 
<!oncurremment avec ie premier, ce qui donne pour 
«cette déposition , le$ probabilités 



i'/ mm' 



en supposant que la probabilité propre du fait soit 



i^' m' 



-,, et sa contraire, -r-r — 7 (*). 



v'+m" V' + Tw' 

Si ce fait est , parexen^iple, f extraction d'une boule 
blanche , d'une urne qui né contient que cette boule 
mêlée avec 999 999 boules noires , on aura 

(/'=:t, '«'=999999» 

et la probabilité favorable au témoignage sera r^ 
«lui te à 



^^ + 999 999^ 



147. Laplace, considérant à part la probité du 
•témoin et son intelligence, exprime séparément la pro- 
babilité que le témoin dit ce qu'il a vu ou entendu, 
et celle qu'il a bien vu ^u bien entendu (^*), De là 



tS*- 



{*) C'«t ce qu'a t)iit Condorcet , Mém. de VAimd^ des iScieneet^ 
vann. 1783, p. 553. 

(♦*) Théorie analytique des Probabilités ^ p. 44^- 

«7- 
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résultent, sur sa déposition , les quatre bypothètei» 
suivantes : 

I®. 11 connaît la vérité, 1 ^ j. 1 . -.^ 

.. 1 If / ^t veut dire la vérité, 

2**. ou il est dans 1 erreur, j 

5®. Il connaît la vérité, ) ^ ^ 

., , ,, • > et veut mentir. 
4 . ou il est dans 1 erreur , j 

La dernière comprend un cas semblable à celui du 
double témoignage erroné (14^) , puisqu'en cherchant 
à tromper sur cette vérité qu'il ne connaît pas , le té- 
moin peut la rencontrer. Il est d'ailleurs visible que 
cette classification des évèneiiiens revient à faire du 
témoin deux personnes , qui déposent l'une après 
l'autre, dans chaque cas. Combinant les deux té- 
moignages successifs avec la probabilité propre du fait« 
Laplace calcule la probabilité de chaque hypo«^ 
thèse, et divise par la somme de toutes ces proba* 
bilités, la somme de celles qui sont pour la vérité 
de la déposition. 

En nommant , avec lui, p la probabilité que le té- 
moin veut dire la vérité, r la probabilité qu'il l'a saisie, 

et ~ celle du fait rapporté , qui est ici l'extraction 

du numéro i, d'une urne qui en contient n, on aura 
pour la vérité, dans la première hypothèse, la proba- 

biUté £^. 
n 

Dans la seconde , où le numéro i n'est pas sorti , 

la probabilité de cet événement est , et celle de 

l'erreur du témoin est i — «r; cependant il n'en faut 
pas conclure que la probabilité composée soit 

/i(i— r) , parce que la non--sortie du numéro t 






\ 
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ii*estpas toatrëvènemeut arrivé; il y a encore le faux 
aperçu du numéro i parmi les n — i qui ne sont pas 

sortis, illusion dont la probabilité est \ En ayant 

égard à cette circonstance, la probabilité de rifrène** 

ment devient X =*-» et celle de l'hypo^ 

thèse , £ii^=^l 
n 

Dans la troisième, il faut combiner ensemble les 
probabilités i — •/? que le témoin ment, r qu'il connaît 

la vérité , et - celle qui résulte de la non^sortie du nu- 

n ^ 

méro i et du choix qu'en fait le témoin ; on a pour 

résultat ^ - . 

n 

Dans la quatrième hypothèse, (i— /?) (i — r) est 
la probabilité propre du témoignage , puisque le té- 
moin ment et ne connaît pas la vérité ; mais l'événe- 
ment peut être la sortie ou la uon-sortie du numéro L 

La probabilité du premier cas est -; le témoin croyant 

un autre numéro sorti , fera toujours le choix de son 
énoncé parmi n — i numéros seulement ; l^. probabi- 
lité que ce choix tombera sur i sera par conséquent 

; et comme ce choix doi-t concourir avec la 

n — I * 

sortie du numéro /, la probabilité de l'événement sera 

-7 , celle de ce cas du témoignaf^e, - — ^—r- — - — • 

et il ne faut pas oublier qu'il est en faveur de la 
véôté. ^ 

Si l'on ne le distingue pas de tous ceux qui sqqi^ 
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cdmpns dans la deraière hypothèse , VofHBion dm 
léinoin portant toupor» sur U sortie d'un numéro qui 

n'est pas « , aura une probabilité ; la probabilité 

qa'il choisira c^ui-là parmi les n — i puméros qu'il 

croit n'être pas sor^ , sera ; et la probabilité de 

Tévènement sera par conséquent encore - ; ainsi la 

probabilité de l'hypothèse sera ^^ ^-^ '. 

On aura donc enfin 

n n{n~^ i) 



« "*" u /i n 

> (I— iP).('— ^) ' 

expression qui se réduit à/i, si r= i , c^est«à-dîre si 
le témoin n'est pas susceptible de se tromper, et qui 
diminue à mesure que n augmente. 

f^eut-«etre dans cette question ^ pourraft-on avoir 
quelque doute sur la nécessité de -faire entrer dans le 
calcul la probabilité du choix que le témoin fait d^in 
imméro autre que celui qu'il sait ou qu'il croit être 
sorti ; et comment d'ailleurs déterminer séparément les 
probabilités r et p? Il est dotic difficile de croire que 
la formule ci^dessus serve autren^ent que comme un 
exemple des considérations ingénieuses que peut fournir 
lé sujet qui nous océupe. Je rapporterai encore ^ àaàê 
cette vue, la question suivante tirée du même ou-^ 
vrage. 
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143. Soient deux urnes A et B, la première conte^ 

nant n boules blanches , et la seconde n boules noires )^ 

on a tiré de F une de ces urnes , on ignore de la- 

quelle , une boule qui a été mise dans F autre, et 

ensuite on a tiré une boule de cette d&nihre. D^ix 

témoins, dont Vun n' a vu que le premier tirage-, et 

F autre que le second, ajffirment qu'il en est sorti une 

boule blanche; qUeUe est la probabilité de ce Jai^? 

léSL difficullé se troave ici dans Tensemble des deui^ teS 

moîgnages ; car chacun en particulier n'affirme qu'une 

cliQse.très possible, puisque Vune des deux urûes ne 

renfermant que des boules blanches , si Ton ne consir*. 

dère qu'an seul tirage, la probabilité que la bpule a 

été prise dans cette urne est ^. Mais, si l'on suppose 

que le premier tirage ait eu .lieu dans l'urne j4^ le 

4c.uxièm« ayant nécessairement lieu dans Turne B^ 

qui ne contient de boule blanche que celle qui est 

sortie de l'urne û^, la seconde apparition de cette 

boule devient d'autant moins probable que le nombre 

des boules noires est plus grand; et ce cas est le 

seul dans lequel les témoignages puissent être vrais 

tous deux. ' 

Soient donc q et q^ les probabilités de la véracité 
de chaque témoin en particulier, et évaluons celle 
des diverses hypothèses que lé sujet présente. 1^. C'est 
Turne ^ qui a fourni le premier tiirage : | étant donc la 
probabilité de ce fait, et^ celle que le témoin dit vrai, 

la probabilité de la déposition est - ; mais l'urne B , 

lorsqu'on y fait le second tirage, contenant n+ 1 boules , 
dont une blanche, la probabilité du fait attesté par le* 

second témoin est — -, — : celle qu'il dit la vérité étaufe 

n + 1 ^ 



/ ■ 
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j^y — ^ — exprime la probabilité de sa déposition , 
II -p I 

et ■ , — r celle de la vérité de leur accord. 

a(ii -f i) 

a^. Si le a* témoin ment , la boule sortie de Vume B 
était noire ; alors la probabilité — — — de cette sor- 

lie, combinée avec i — q\ probabilité, du mensmge 
da 2* témoin , donnera pour la fausseté de sa dépo- 
sition , i — ^ , et pour la vérité de l'hypothèse 

3^ Si le i" témoin ment, la première boule était 
noire et sortait nécessairement de l'urne B ; la probabi- 
lité de cette partie de l'hypothèse est l (i — q). Alors 
le second tirage s'étant fait dans l'urne A^ qui renfer- 
mait n boules blanches et i seule noire , la probabilité 

de la sortie d'ttAe boule blanche sera r- • celle de 

n+ 1 

an * 

la déposition du second témoin -X_.^etcelle de l'hy- 

pothèse, ^ . . X ' 

4"^. Si le 2^ témoin ment aussi , la boule sortie de 
Fume A «XX 2^ tiragç était noire , la probabilité de sop 

apparition étant alors -— — , celle de cette partie 

de l'hypothèse sera —-7-4- , et celle de toutç l'hypothèse 

(i-y)(i- gO 
a(/t-hi) 
La probabilité relative dé la première hypothèse , U 
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seule qui rend^les deux témoignages vnrin, sera donc 






et diminuera à mesure que n augmentera. Si Ton fîiit 

^ss^zàs-^, n=S=I 000 ooo , 

^ ^ 10 

8i 

on obtiendra la très petite fraction -7^ s- . 

'^ 10 000 00a 

i49» La discussion des te'm\)îgnages touchant à des 
matières sur lesquelles ou avait pris d'avance un parti , 
il est arrive que plusieurs auteurs ont arrangé le calcul 
pour le résultat qu'ils voulaient , ou qu'ils avaient be- 
soin de trouver. Ce n'est qu'ainsi, du moins, qu'on peut 
expliquer la théorie des témoignages simultanés , pu- 
bliée sans nom d'auteur, dans le n^ ^56 des TVan- 
sàctîonsphilosopkiques (p, 35g y année i6gg)j le plus 
ancien écrit que je connaisse sur ce sujet , et qui a 
été adoptée par Bicquilley , dans son Traité du Cal^ 
cul des Probabilités (en 1783). Effrayé sans doute 
pour le but qu'il voulait atteindre , de la rapidité avec 
laquelle diminue la probabilité de ces témoignages 
lorsque l'on combine entre elles, comme on le doit, 
les chances de chaque témoignage , et que sa probabi*- 
lité propre est au-dessous de ^ (i40 9 l'auteur anglais 
avance que lorsqu'un premier témoin a déposé d'un 
fait y sa confirmation par un second témoin détruit tou» 
jours une partie de l'incertitude qu'a laissée le pre- 
mier, et diminue en conséquence la probabilité con*» 
traire , d'une partie proportionnelle à la probabilité de, 
la seconde déposition. Par exemple, si 3 exprime la 
probabilité du premier témoignage , ^ celle du second» 



166 
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celuUd ajoiilêra à la première ^ . ^ , et Voû nura en ton^ 
séquence , pour Tensemble des deux témoignages , la 
ptobabilîté 



a . « '_ 9 



Undis que suivant les formules du n^ i4^ , elle ne 
rait que f . 

En raisonnant de même sur un npmbre quelconque 
de témoignages où les probabilités de l'erreur seraient 
71, n' y n ^ etc. , on trouvera pour celle de la vérité 



I — H -I- n (i — n') ssr f 
t -i- hn' + nrC{\ — n") = 
etc. , 



-7171^, par a témoignages^ 
I — ^ nn'n^y par 3 , 



expressions dont les valeurs forment une suite croisaante, 
quelles que soient les probabilités n, n\ etc. ^ et dea«4 
quelles il résulte par conséquent, que la probabilité 
d'un fait croit toujours avec le nombre des témoins 
oculaires. Cette conclusion peut être commode dans 
certains cas, mais elle suffit aussi pour inontrer^afatiflM 
seté de l'hypothèse ; car il ne faut qu'un peu réfiéchiit 
pour se convaincre de la difficulté et presque de rini-* 
possibilité où sont des spectateurs ignorans et nom«^ 
breux^ de ne pas se tromper sur l'apparence des fkitd 
extraordinaires. 

Lorsque les faiseurs de tours opèrent adrbicement, et 
qu'dn fait abstraction de la défiance que doivent inspirer 
à des esprits éclairés les apparences contraires à l'expé* 
riençe de tous les jours, aucun des spectateurs a-^t'-il 
pour ne pas croire à la réalité des prodiges qu'on lui pré- 
sente^ d'autre motif^qtie le but et la forme du spectacle^* 
Qu'au lieu des circonstanceë qui avettissent de Vil-<^ 
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lusioB-y un sérieux «olentiel accompagne ce9 prétetvcta^ 
prodiges ; qu'ik soient attribues à un pouvoir sumaCti-»- 
rel ; qu'ils tesdent à exciter l'enthcmsiaânie, à caresser le* 
goût que le vulgaire a pour ce qui aort des voies ordî^ 
nairéa de la nature f ou pour trdnclier les diffltulte'sde-^ 
vattt lesquelles la raison est forcée de s'arrêter : il eêt 
bien certain queplu» les témoins seront nombreux, flM 
la probabfilité de Terreur augmentera. Hume l'a bien 
prouvé; lesprodiget sont très diticiles^ pour ne pas dire^ 
impossibys à constater {*). Ce n'est pai que les phénoM 
Tnènes les plus répétés dans là nature, vus une preitlièrè 
Ibis ^ ne puissent passer pour des prodigëâ , et qu'il soi^ 
confoime à la sûne raison de faire dès bornes de notice 
expérience, la limite du possible; mais aussi n'est-ce pas 
la première apparition de cei pbénomènes qui en con^ 
tate l'existence. Long-temps on a nié, et avec raison, eit 
égard au caractère des relations , au but des narrateurs, 
la chute deà pierres tombées du ôel. Cet exemple trèd 
vécent de la manière dont un fait extraordinaire fin(t par 
prendre place au nombre des réalités, prouve bien que 
c'est par des c^ervationi successives, particulières, et 
par des discussions désintéressées que la vérité s'établit. 
Si, lorsque le géomètre Fatio deDuillier , égaré par lin 
enthousiasme fanatique, entreprit publiquement à Lon- 
dres de ressusciter un inort (en 1707), il eût été dé maun 
vaise foi, qu'il eût pris ses mesures en conséquence de 
son but, >et qu'il eût été moins surveillé par la^police du 
gouvernement, à coup sûr il n'aurait pas manqué sou 
prodige C^). La liquéfaction du sang de saint Janvier,. 



(*) Essais philosophiques sur les Miracles. 

(**) La V« section de l'article Fanatisme du Dictionnaire' 
philosophique de Voltaire (édition de Kehl), tontient un bien 
plaisant re'cit de cette farce puritaine, dont les principaux acteurs, 
furent mis ensuite au pilori. 
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à Naples , a toujours de nombreux témoins qoi voient 
quelque chose de solide en apparence, devenir coulant ^ 
mais qu'est-ce qui établit que cette masse est du sang 
coagulé, que c'est celui de saint Janvier^ et que son 
changement d'état n'est pas un e£Pet chimique (^)? Lies 
prodiges opérés dans les temples des Paiens , qui pré- 
cédaient ou accompagnaient les oracles^ et dont quel- 
ques-uns ont été reproduits sous nos yeux par l'art du 
ventriloque , étaient dans l'antiquité des faits appuyës 
sur une multitude de témoigoages. Aussi voit* on que 
des hommes, d'ailleurs d'un grand sens, paraissent y 
donner une entière croyance ; et que dans les débats 
de la religion chrétienne avec les anciens cultes, le plus 
souvent on accorde de part et d'autre la réalité des mi- 
racles, on ne difiere que sur les êtres auxquels on les 
attribue (**). 

Plus tard, en recueillant les témoignages de ceux quir 
ont vu des revenans, qui ont eu une part active ou pas«< 
sive à des opérations magiques, des sortilèges, n'en 
trouverait-on pas plus qu'il n'en faut pour donner à ces 
chimères une très grande probabilité ? et elles étaient 
tellement conformes alors aux habitudes de l'esprit^ 
qu'on y croyait sur les plus légers indices. 

i5o. Si donc l'hypothèse du n® i4o , adoptée par les 
géomètres les plus célèbres, qui ont traité ce sujet, ne 



(*) On connaît aujoard'bni plasieiirs manières d'imiter ce pi 
tige. ( Voyez le« Mémoires, de l'Académie iUs Sciences de Paris ^ 
année 1^57, p. 383 , et Des Sciences occultes ^ par M. Ensèbe 
Salverte, t. I, p. 332. ) 

(**) Ployez dans Tacite {Hist., lib. IV, cap. 8i"), et dans 
Suétone (p^espasien, eh. 7), le miracle opéré par Vespasien daas 
Alexandrie j voy» aussi le Traité d*Origène contre Celse, et J14- 
liffni imperatoris Opéra, Lipsiœ , 1696, p. 191 , 2« pagin. 
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répond pas exactement à toutes les circonstances qu'il 
présente y ce n'est pas parce qu'elle accorde trop peu de 
poids au. témoignage, mais bien parce que ce sujet ne 
-saurait se prêter au calcul, à cause que^la véracité et la 
sagacité des hommes , quand ils sont fortement agités, 
éprouvent des abangemens brusques, et principalement 
lorsqu'il s'agit de faits merveilleux. Outre que ces faits 
offrent plus de causes d'illusion que les autres , notre 
penchant à l'enthousiasme nous rend peu capables de 
les examiner ; «t par eux-mêmes, ou par les suggestions 
du charlatanisme , ils se lient presque toujours à de 
grands intérêts qui nous préoccupent fortement ou qui 
font taire là voix de notre conscience^ 

Cependant, sans recourir à des hypothèses plus ou 
moins compliquées , la lecture de l'Histoire suffit pour 
nous fairç apprécier le peu de confiance que mérite le 
témoignage , lorsqu'il ton i à établir des faits contraires 
à l'ordre accoutumé de la nature , puisque les prodiges 
si multipliés dans les temps d'ignorance, diminuent avec 
l'accroissement des lumières, qui , ramenant l'esprit de 
doute et d'examen , rend très difficiles ^ ou au moins 
très peu durables , les illusions si fréquentes lorsque les 
sciences sont encore dans l'enfance. On ne peut pas as- 
signer des nombres précis pour les degrés de valeur du 
témoignage dans chaque circonstance ; mais comme en 
parcourant les temps et les lieux , pn voit les prodiges 
les plus accrédités reconnus pour faux, et remplacés par 
d'autres qui ont bientôt à leur tour le même sort , on 
peut dire que plus on embrasse de temps et d'espace , 
plus on reconnaît la faiblesse de la probabilité de ce 
genre de faits , et que la constance des lois de la nature, 
dont les voyages et les découvertes scientifiques nous * 
apportent chaque jour de nouvelles preuves, doit servir 
ae base à tous nos jugemens. 
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Cet nffaiblissementda témoignage avec le temps , n'^ 
rien de commua avec 1^9ubli dans lequel tombent à la 
longue, les faits «împles confiés à la seule nuémoire àeê 
ttouimes y ou à Ses moauniens que la vétusté et les révo- 
lutions détruisent asses promptement^ parce qu'ils sont 
peu multipliés. Les données manqnentpour soumetti^e 
4IU calcul eetie perte des souvenirs ; mais V^ft de l'impri^ 
merie Ta prodigieusement diminuée ; et tant que les oii* 
Vrages où sont consignées les discussions profondes (Ml 
piquantes ^ qui classent suivant leur véritable impo»^ 
tance y le9 faits et les opinions don^ se composent les 
{iciénces et la philosophie, -subsisteront, il sera impos^ 
sible de ressusciter d'une manière durable les an^ 
«eiennes errenas, ou d'en établir de nouvelles (^). 

i5i. Les décisions rendues à la pluralité des voîx^ 
par des assemblées ou des tribunaux , onl un grand rap- 
port avec les témoignages , et peuvent être également 
soumises au calcul des probabilités, si l'on suppose que 
les habitudes de l'esprit de chaque votant soient assez 
constantes pour qu'il y ait toujours le même rapport 
enti^e le nombre des votes où il prononce conforiué- 
ment à la vérité , et celui des votes où il se trompe ; en- 
sorte que {^ désignant le premier de' ces nombres ^ et m 
le second , la probabilité de la vérité d'un vote soit 

i» .m 

— : — , et sa contraire, — r — . 

{^) C'est CD coofondaiit les effets du progrès des lamières avec 
l'affaiblissement de la tradition , qqe Craig eat la bizarre idée d'ap- 
pliquer le calcul à la théologie, afin d'assigner la dur^ da christia- 
nisme, diaprés rafiaibiissement g^radiiel des ti^moignagessnrlesqoeJs 
il est fondé , e( trouvait ppur c«tte durée 1 454 ans , à partir de 1G99, 
Au bout de ce terme un second avènement de J.-C ef une secoodc 
révélation devaient rétablir la \o\ dans tonte sa force. ^ Voy. Theé^ 
io^iœ christianœ Principia mathematica*) 



Les difFérens termes du développement de {i^-j-my 
indiqueropt toutes les coinbinaisons suivant lesquelles 
pourra se partager, entre la vérité et l'erreur, un 
nombre p de votans supposés également probes et pga^ 
lement éclairés : ainsi le terme général 

-: ^^ -.4. ■ -' . . ■ .,. vP-finf 

I .2.3. . .q ■ 

exprimant le nombre des combinaisons dans lesquelles 
il y a/7 — q votes pour la vérité et q pour Terreur, la 
probabilité de ce partage sera 

I.2.J, . .gr (ïï+m)P* 

Si l'on demande la probabilité que la décision sera 
rendue à l'unanimité, sans distinguer les votes pour la 
vérité de ceux qui sont pour l'erreur, on aura 

i^4»ywP 

, Lorsque la décision est portée et qu'on sait le nombre 
des votans qui ont été pour et de ceux qui ont été contre, 
il ne fiaut plus alors faire entrer dans la probabilitéeher- 
chée, que le& combinaisons qui s'accordent avec ces 
données ; et Ton trouve , comme dans le n** 1 4^ , que la 
probabilité de la vérité d'une décision rendue h l'unar* 
nimité par un nombre/? de votans^ est 



vP 



et seulement 



vP^mP^ 
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lorsque/» sont pour cette décision et q contre, ou qu'elle 
n*a obtenu que la pluralité/?-—^. De plus, les remar- 
ques faites sur la marche de ces probabilités , lorsqu'il 
s'agissait des témoignages ( 1 4 1 ) » on t également lieu pour 
les décisions, et s'accordent avec le bon sens, en indi- 
quant qu'on doit attendre la justesse des décisions, plu- 
tôt des lumières que du nombre des votans. 

1 52. En supposant qu'ici, comme dans tous les autres 
genres de hasard, les e'vènemens, quand ils sont très ré- 
pétés, manifestent des rapports fort approchans de leur 
probabilité, on peut déterminer le rapport des nombres 
V et m, lorsque l'on connaît, dans une longue suite de 
décisions, le rapport du nombre total au nombre de celles 
qui ont été portées à l'unanimité, et le nombre des vo- 
tans qu'on suppose avoir toujours été le même ; car si 

l'on désigne ce rapport par ~, on aura sensiblement 

pp -j- mP r 



Ce moyen a été proposé par Laplace C^); et en 
faisant pour abréger 



= e y d'où 



m 



e, 



l'-f-iîi' i^-i-m -"> 



on en tire l'équation 



eP + (i«e)P = ^, 



qui fera connaître la valeur de la probabilité e. Cette 
équation, qui ne monte qu'au a* degré quand /» = 3, 



(*) 7'héorie analytique des ProbabUité$ , p. 460. 



•cUmne «lors e = ^ :lz i/ 2 — __ . et si Ven 8ii{]rpose que 

là moitié àe» décisions àitété portée à runànlmiië, où 

r I 
^ue -r=-f on en déduit esss 0,789 : c'est la proba«* 

i)îlité de la vérité de chaque vote , d'après ITiypo- 
tliésé établie. 

Tirant ensuite de l'équation ci-dessus la valeur de e^, 
pour la substituer dans là formule 



qui exprime la probabilité de la vérité d'une décisipa 
rendue à l'unanimité, on obtiendra 

I (i — e)P i 

on aurait pu également éliminer (i — e)P au lieu de e^. 
Ces formules sont très simples ; mais elles supposent 

«cmstahi le rapport — , te qui parait d'abdrd inad- 

missible pour un long espace de temps, pendant lequel 
les principes politiques , administratifs çt judiciaires 
varient avec l'état des lumières et les opinions adop* 
■éées sur les droits communs à tous les hommes, ou par- 
ticuliers à certaines classes de la société : cette hypo- 
tlièse ne peut même avoir lieu quand ces circonstances 
n^auraient pas changé. 

i53. £n effet, la formule 



— -» 



vP-1 -f- mf"-i 

présente «iné cortséquèhcé que le bon sens rejette. Elle 
3* édition. 18 
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demeure la même tant que le nombre /9— ^ ne change 
pas, quel que soit d'ailleurs/? -f q qui exprime celui ded 
TotanSy en y faisant, par exemple, /7=: 25, 9=10, ou 
bien p = 220 , et ^ = 2ô5. Dans ces deux cas , la ma* 
jorité/7— >^ est e'galenient de i5 voix; mais on ne 
pourra s'empêcher d'attacher bien plus de confiance à 
la première décision qu'à la seconde, parce qu'on est 
porté à estimer le poids de la majorité des suffrages, 
àon par leur nombre absolu , mais par le rapport de ce 
nombre avec celui des votans (*). 

En cherchant à se l'endre compte de l'exception que 
fait ici la raison naturelle, à une déduction rigoureuse du 
calcul, il faut reconnaître, avec Gondorcet, que cette 
diminution de confiance porte alors sur la probabilité 
de la vérité de chaque vote , probabilité qu'on regarde 
comme plus petite quand la décision est rendue à une 
faible pluralité que dans le cas contraire , ce qui peut 
tenir à la difficulté particulière de la question à décider. 
Par là On l'entre dans les principes généraux sur lesquels 
le calcul et le bon sens s'accordent ; car le plus grand 
terme du développement de {s^ + my étant celui où 
les exposans des lettres (/ et m sont dans le rapport de 
ces nombres , ou s'en rapprochent le plus (29) , ces ex- 
posans indiquent la division des votes la plus probable 
dans une assemblée; et toute autre l'est d'autant moins^ 
qu'elle s'écarte plus de celle-là. 

Une longue suite de décisions portées par les mêmes 
votans, sur des questions de même genre, à une pluralité 
à peu près constante, ferait donc connaître les limites du 
partage le plus probable des votes, et conduirait à des 
valeurs approchées du rapport des nombres v tt m^ 



;{*) Essai sur la Probabilité des Décisions , p. x}^* 



r 
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mais ce moyen de le déterminer n'est guère plus prati-^ 
cable que celui du n® i52. La révision des décisions 
anciennes, par un nombre suffisant de personnes très 
éclairées et dégagées de tout intérêt relatif à ces déci- 
sions et aux votans qui les ont rendues, donnerait sans 
doute des lumières importantes , si le travail de cette 
révision n'était pas à peu près impossible à exécuter, 
ou parce que les matériaux manquent, ou bien parce 
tju'ils sont trop multipliés ou trop obscurs. 

. 1 54. QutDÎ qu'il en soit , cette nécessité de regarder la 
probabilité de la vérité de chaque vole , comme pou- 
vant varier même dans l'état de choses le plus ordinaire, 
oblige de substituer aux expressions des probabilités 
à priori, celle des probabilités à posteriori; et par ce 
moyen Condorce^t trouve, en effet, que la probabilité 
d'une décision doit diminuer quand le nombre des vo- 
tans augmente, et que la pluralité reste la même. Nous 
n'indiquerons qu'une seule des hypothèses qu'il exa- 
mine, celle à laquelle il s'arrête. Ayant reconnu qu'on 
ne pouvait arriver avec quelque apparence d'exacti-» 
tude, qu'à une probabilité lassez considérable que celle 
de la vérité de chaque vote est renfermée entre des li- 
mites données, il cherche la probabilité moyenne de 
la vérité d'une décision portée par un nombre donné 
de votans , à une pluralité donnée X*). 

En désignant par a et à les valeurs entre lesquelles 
doit demeurer comprise la probabilité représentée ci- 
dessus par — - — , on trouvera, parles considérations 

du n® 93 , quç les prohabilités moyennes qu'il y a eu p 
TOtes pour la vérité et q pour l'erreur, ou bien le con- 



(*) Essai sur la Prohabilité des Décisions , p. 344*~~^5* 

18.. 
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iroifûr tout 

c [s^^^^ - 5if '^^ ] , c [s^^'^^ -. s^y^ ] , 

ce qui donne pouf U probabîUté rclaiii^ du i*' cu^ 

{Voyez aussi la note III.) 

Laplace , qui n'avait, point eu égard à ces remar^ 
ques dans la seconde édition de sa Tfiéorie analytique 
des- Probabilités , s'en est occupé , pour la 3* édition de 
son Essai philosophique sur ce sujet ; et il donne aux 
limites â et d , que Condorcet suppose déduites de 
Pexamen dt décisions antérieures , les valeurs ^ et i , les 
plus distantes que Ton puisse adopter, puisqu'il cesse 
d'être probable qu'une décision rendue à la pluralité 
des voix, sera conforme à la vérité, quand la probabilité 
de chaque vote est au-dessous de { (i5i). Voici quel- 
ques résultats de cette hypothèse, rapportés à la p. iSg 
de l'ouvrage que je viens de citer et que donne aussi la 
formule précédente : « Dans les tribunaux spéciaux où 
» cinq voix , sur huit , suffisent pour la condamnation 
M de Taccusé, la probabilité de Terreur à craindre sur 
» la bonté du jugement est ^ ou au-dessus de j. La 
» grandeur de cette fraction , dit avec raison Laplace^ 
» est effrayante. » Dans un jury , composé de douze 
BMtnbf^t U pff«ihftiaîllté de l'erreur &'e8t qne j^lir 
un peu plus grande que ^^ lorsque la décision est 
portée par 8 voix , j^^^ ou environ ^ quand la ma- 
jorité est de 9 voix, et seulement ~g^ pour l\inani- 
HHlé, ec qui est ht co nditi o n du jury anglais ; d*oâ iî 
suit qiœ 09 juty «onit l'ajuantage, si d'autres oottsidé- 
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rations ne prouvaient que celle unanimité peut wmttnt ^ 
^tre forcée. Mais ce qui doit raftsan&r sur les dëcirfoiif 
des jurys, eu temps ordinaire, lorsque les iibéilibvés' 
qui les composent ne sotat prévenus d'aucun sentiment 
pour ou contre la classe d'accusés qm'on kur présente^ 
et ce qui fonde leur siq^ériorilé sur les anciens trabu- 
nauxj c'est la terreur que semt dans son Âme tout 
homme compatissant , d'en condamner un autre in- 
justement ou à une peine trop sévère , sentiment que 
la longue habitude d'examiner et de jugei* des accusés 
affaiblit beaucoup dans les meilleurs naturels ^ pomme 
le remarque Laplace. Kien n'est donc plus aËli- 
geant pour l'humanité et Injustice, que la nécessité, 
si tant est quelle existe, de créer des tribunaux extraor- 
dinaires, dan$ lesquels il est bien difl^ile que l'accusé ( 
ne trouve pas d'abord, par la nature du délit qui lui est 
imputé , une prévention très défavorable ; aussi les mo- 
tive-^troo priu^palemeni sur le dan^r que , dans csev** 
tains ^a&^ l'impunité des coupahleB peut fiaiixe couri;;» à 
la société (*). i " :»' -"'• 

1 55. Condorcet a eu égatd à cette dernière circons-r 
tance pour les délits ordinaires ; et cherchant à conci- 
lier les intérêts d'un accusé avec la sûreté de la société, 
iloonsacre la ]»èttiièré partie -de son ouvrage k déter- 
miner, dans un grand nombre d'hypothèses de pluralité^ 
la probaUUté qu'un tiaioeent ne serait pus eondaMMé^ 
«t ceUe,qju!un.cDupaUe ne seiœt pas absous. Poojr cela 
ils'estpsopqséles questions soivan tes oi^. QuBil^ewiia 



(*) Voyez atiMi dans les Annales de Mathf'matiques parts et 

appliquées {i, lX,p. 3o6),(îe» observations ires bîen fon<l<Î6s, suf \t% 

ÎDCooTcniens de réunir les opinions (les jn{;es k celles du jury , dans 

aertains cas»cc qW diminue beaucoup la oonfiance dii« au juge- 

AcnC, et aggraive le sort de racrusé.. 

f 
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prababilUé que F erreur n'obtiendra pas la pluralité exi-- 
gée? 1^, quelle est celle que la vérité obtiendra cette 
pluralité? évènemeiis qui ne sont pas contradictoires 
quand on exige plus que la simple majorité, ou que 
le nombre des votans est pair. 

En effet, si Ton suppose constante la probabilité de 
la Térité de chaque vote , que pour abréger on fasse 

" m _ 



et qu'il y ait j? votans, on aura 

I 1 • 2 

pour la probabilité que le nombre des votes conformes 
àla.vérité, ioe' tombera pas au^essous dep^— ^ : si 
donc on exige la pluralité r, pour condamner un accusé, 
et qu'il soit renvoyé s'il n'a pas cette pluralitié contre 
lui , l'expression précédente contiuuée jusqu'à ce que 

' y — {/? — 5r).~r— a, d'où ^5,5:^-—^—^, 

donnera la probabilité que la /vérité n'aura pas contve 
elle la pluralité , et par conséquent que l'accBsé ne 
sera pas condamné injustement : voilà pour la pre- 
mière question. 

La seconde dépend encore de l'expression ci-dessns^ 
mais continuée seulement j^usqu'à ce que 

p — q^q:szFy d Ou q=^~—^ 
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condition d'après laquelle la vérité ayant au moins Ha. 
pluralité exigée , sera nécessairement adoptée , et par 
conséquent l'accusé condamné s'il est coupable. 

La différence de ces deux probabilités formée de l'a 
partie du développement de (e +/*)'', commençant-. 

ir\'j i(P + '-)-' J(;'-'-) + i . ,. 
au terme attecte de e / jusqua 

celui qui l'est de e ^ y* , renferme 

tous les cas où la vérité ni l'erreur n'auront la plura- 
lité exigée , et variera avec les nombres r et p (*). 
C'est à diminuer cette différence , en conservant d'ail- 
leurs la plus grande valeur possibte à là première 
probabilité y que doit tendre la constituticm d'un trir» 
bimal, considération- analogue à celle du n® i35. 
CondoreQt a- discuté aveo soin toutes les combinaisons 
auxquelles elle peut conduire , en supposant que le 
nombre de votans soit impair ou pair^ la pluralité cons- 
tante ou proportionnelle au- nombre des votans, ou 
composée d'une partie proportionnelle à ce nombre et 
d'une partie cons tan te> 11 a examiné ensuite les rela- 
tions qu'ont' entre elles les diverse quantités qui en- 
trent^ dans ces calculs, soit commç données, soit 
comHie inconnues , et a varié les questions avec un dé- 
tail où noiis ne saurions entrer. On peut sans doute at^ 
taquer ces applications du calcul des probabilités av^c 
autant de raison que ce qui regarde les témoignages ; et 
nous avons déjàr faitconnaîtrc les principales objections 



(*) Afîa d^abrëger, j^omcts la discussion des formes que doircni 
avoir les nombres r et /9, pour que les cxpos.ins des leitreB e et /soien i 
des entiers : il est bien facile d'y suppléer. On voit aussrqu'en cban- 
Ipnnt e en fy et r«fciproqacmcnt dans la seconde probabilité , on 
forofiera l'expression de la probabilité que Terreur obtiendra, ia^ 
pluralité exigée, et qui est la contraire de la première des probant.. 
I^iljtés indiquées dans Le texte. 
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c)ui 8fi psës^ntent sur ce 8uje; ; m^ ç^pf^^i^ajoi,^ s ^i Uf 
hypothèses auxquell/esil ^ fallij^ rçco^urir, iiç p^rija^tt^nt 
pas d'accorder beaucoup de cQu6ance aux rësulUU ol^ 
t^Dus, la connaissance des comhu^^isçns qu'elles ()éve- 
loppent et 4^ la marche ^es y^leurf^ qui ^ dérivent 
n'est pas non plus sans quelquç utilité pour diriger la 
réflexion sur ce qui peut arriver réellement , du moins 
quand il ne s'opère pas des cha^gepiçns brusque^ 
dans 1^ probabilité des votes t e^ po^r c^saef les f^its 
afin d'ei^ 4^'^uire des conséq^euices pr^dses c;t ^ppUr 
cailles. 

1 56. Les élections sont nussi de3 jugen^ii^ Iqi'sqa'oJi 
le« envisage squa le report d^ la boni^ 4^ ^loiik » qui 
dépend d^s lumières et de llmpar^i^bt^des ëleptçiir^ ^ et 
l'on p^ut deniiander quelle e^tlç^prçdPie^liMAit^ qu'uq.ca^ 
4idAt adiQ^ç d'apirès u^e forme doni^'ç de scf utiii ^ a v^ 
véritable ««périoritj^ sur s^s eon^urreu»- Malb^uiTçu^ 
ment les passions ne dér^ugent pas m^infi içi:Ua calculs 
que daas les témoignage^ et les. décisions^ En vain Çoiv- 
dorcet et plufiîeur« autres publicistes oat^ils chercl^é 
des fornoiea qui pussent 6ter. à l'intrigue son iu(kieaoei : 
.^«i.ceis^ formes n'ont pas été so,umises à l'expérience , o«. 
elles uni été trouvées défectueuses. Maift en seAcatkçaui 
èk ce poiut de vue 4u problème ^ et. exk i?egar4ajat seiri^ 
mcQt.uue élection, ou, ce: qui est la ui^n^e cho^e» ub$ 
d^sio» à la plui^alité djea vojix estre plusiaurs propor 
4Utions.^ coHiBQfi un fnoyeii de teisnoiner les débats eB 
ad hérant aii vœu du plus grand nombre ^ il reste en-^ 
core beaucoup de difficulté à constater,, dans cer- 
tains c^f^ quel est réçllemçn^ ce vœu (^.. L'éteudije 

y, ■■,■ _ , y .., . f „ ... ■ | . ■ , ■■, ;,. I , " î fv ' v ;. ' • ' ■ > ) . ' r ' u .,» ir !"^ I i 1 ■ ■■ ! tfir 

• (**"} a ne parait pas c^o^-on aitfait cette dttftBctioii,ayaiu M. DaiuKui, 

•dam l?exceUent Me'onoire quii a lu en Tan ix ( i8o3) , shk ce. toiet, ih 

la ClpHe des iSctcncea moraka et politiques de T'IoaCÎUity.etqiif 

n'ayant été imprime qVL*h part , est asaes. diifiitile à irafvtBtà 
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^ pçipe d'ipdiquçr mv çh^fin^e dq çfçç divisions d« 
sujet , quelqi^es priucipies géiiéraïux. 

Lorsqu'il n'y a que deux candidats, la majorité des 
suffrages en faveur de l'un d'eux, se manifestant tout 
de suite , indique s^ supériorité' , si les électeurs sont 
également éclairés , et dans tous les c^s prouve qu'il a 
le vœu du plus grand nombre ; mais il n'en est plus 
ainsi dès qull y a seuleni^iit trois i^andidats. En ef- 
fet, quand un électeur vote seulement pour le can-< 
didat qu'il estime le plus, 11 laisse indécis l'ordre 
de préférence qu'il assignerait aux autres s'il était 
obligé de choisir entre eux; mais si cbaque votant 
écrivait sur son bulletin les trois noms des candidats 
rangés dans Fof dre de mérite quHl leur attribue , né 
pourrait^il pas arriver que celui qUl a été le premiei* sUr 
là majorité des bulletins, mais le dernier surtout lé 
reste, eût moins de mérite qiie celcd qui a été inscrit 
le second par tous ceux qui ne lui ont pas donné le 
premier rang ? Il ^st ais^ d'apei^çevoir q\ie cela dépen- 
drait de la valeur qu'on attacherait à la différence de 
DMsit*. entw les rangs. 

.$1, par ffîKenaple , en auivaBt le scratin^ pvoposé ^p«f . 
Borda (*) , on donne au méeito respectif des candidats 
des valeurs propçrtionnellçs au rap|; qu'oji leur assigne, 
qu'on écrive en conséquence 3 pour le premier, 2 pour 
iJb e^f^ç^ ^ i pour U troi^nap, qu'il y içit. 3 ç^ft4i4ftU 
d^ignf £^ pap l^f IftUqs ^ ,^ , Ç , que wç yw .vqta»« 
65 Ipiw: ^^ign^i)ti l'ofldrq JBC §t 35 l'çjrcjr^ ilC4i A 
^i ^viâm^ q^Ç \^ majarU^ 4es suffrage ç#^ PIWÇ ^., 
fftij^^'il^ét^ r^^|rd4 çcTOwe wp«.^«^W iîi9<^ W^^uty^q 

{*) Mémoires de è' Académie des Stiencei , atinëfe r76r, 
-ç. 667. 
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par 65 électeurs : cependant, si l'on estime le mérite re* 
latif des candidats par la somme des nombres qu'ils ob« 
tiennent sur chaque liste , on ne trouvera pour A que 

65.3 -f- 35.1 =a30| 

tandis que B placé le premier 35 fois seulement , mais 
65 fois le second , aura 

65.2 -f- 35.3 =1 235, 

et sera par conséquent élu dans cette forme de scrutin. 

Il n'y aurait rien à dire contre cette conclusion, si 
la graduation des numéros étai^ exacte, et qu'ils eussent 
été appliqués de bonne foi ; mais il n'est pas difficile de 
Toir qu'elle est peu sure sous le premier rapport, et que 
sous le second elle se prête facilement à l'esprit de ca-^ 
baie. Substituons d'abord aux nombres déterminés 3, a» 
I, les lettres p^q, r^ et nous arriverons par le même 
scrutin à l'élection de utf , si nous posons 

65^ + 35r > 35p -|- 65y , 

ce qui peut se faire d'une infinité de manières. En lais- 
sant aux lettres q et r, leurs valeurs primitives a et i , ^la 
condition ci-dessus devient 

65p + 35 > 35p + 1 3o ou* Zop ^ 95, 

et montre qu'il suffit de faire/?^ 3 \ pour que la somme 
'. des nuihéros obtenus par A^ soit plus forte : or peut'- 
6h balancer le mérite des candidats avec une exactitude 
aussi minutieuse ; et d'ailleurs les votans auront-ils dans 
l'esprit une mesure commune à laquelle- se rapportent 
exactement les unités qu'ils emploient? Autrement les 
plus sévères déprécieront trop les candidats, les plus iii*^ 
dulgèns leur assigneront des nombres trop forf^^ 
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La dépréciation pourra même être eiSiectuée de mau- 
▼aise foi y dans l'intention d'écarter le concurrent qu'on 
craint le plus. En effet, dans l'exemple que je viens de 
donner. 35 électeurs sachant que les meilleurs candi- 
dats sont ^et B^ et voulant exclure ^^ n'ont qu'à s'en- 
tendre pour le placer au dernier rang, ils rendront inutile 
le vœu d'une majorité très prononcée en sa faveur. Il 
n'est pas douteux que dès qu'une pareille circonstance 
est remarquée, les passions ne la mettent bientôt à pro- 
fit. £t qu'on ne croie pas qu'elle ne puisse avoir lieu que 
dans quelques cas; elle est au contraire très étendue ; 
car si l'on désigne par m'\-n\Q nombre des électeurs, 
qu'il y ait m bulletins dans la forme ABC^ et n dans la 
forme BCAj A ne pourra être élu qu'autant que 

3m -f-/i ^ 2^ + 3», ou 11» > 211 : 

il lui faudra donc plus des ~ des suffrages individuels. 
Les inconvéniens de ce scrutin deviennent encore plus 
graves si le nombre des candidats est plus considérable. 

167. Lorsqu'on a reconnu la très grande difficulté, 
pour ne pas dire l'impossibilité d'obtenir, par lesappréf 
eiationsde chaque électeur, une évaluation exacte du 
mérite respectif des candidats, il faut en revenir à 
prendre pour cette mesure, le. vœu bien exprimé de la 
majorité; et le moyen qui se-présente pour connaître' 
ce vœu, est de consulter chaque électeur sur ces candi«> 
dats comparés deux à deux. C'est à quoi peuvent servir 
les numéros affectés à chaque candidat , pourvu qu'on 
• ne leur assigne d'autre fonction que d'exprimer le rang 
dans lequel ils spiit placés par lés électeurs. 

En établissant un certain ordre, ABCj par exemple^ 
le votant affirme les propositions suivantes i 
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>f vaut mieux que ^1 ,,;.,.- ^ 

t> * • ^Jdx^uiUuitvif vawtflftwuxcwiçC, 

^ vaut mieux que Cj , * 

c« que pour abréger nous exprimeroM pMr 
^>J9, 5>C, d'où .rrf>C. 

Cela posé , 3 candidats pouvant être rangés 2 à 2 de 
six manières différentes , il faudra, en décomposant les 
scrutins comme ci-dessus , chercher quels sont les ar- 
rangemens qui ont obtenu le plus grand nombre de 
voix , et en déterminer les consé<juences sur l'ordre à 
çtablir entre les 3 candidaLs. 

Supposons que 60 électeurs; se soient partagés sur 
Tordre des candidats, comme il suit : 

23 pour ACBy tg pour BCA^ 
16 pour CBAy 2 pour CAS; 

{proaant d'abord la comparaison de A avec ^ , on trou^ 
vera que la proposition A'^B est établie par 23+2=;;25 
suffrages , et sa contradictoire B^A^ par 19 4^1 6=35; 

La prapositkuL A^C par 33 ,. ejt sa coatradjcioire 
C>^,'par 194*164* fisa37; 

La proposition B^C par 19,, et aa G0n.tra4}elWf 

C>>^, par £3 «f» 16 -ff 2ss4i- 
Parmi toutes ces propositions les trois qui ontobteMi 

le plus de suffrages, sont donc C^B donnée par ^\, 

€>A par 87, B^^A par 35. 

Ce sysi^me de proposition» qui ne renCmqe waomae 

«ontvadicticm , étabÛsaanl l'ordre CBA^ dimna la sa**- 

périorité absolue au candidat C, ^i n*^anrait est <|De 18 

voix sur 60 , si l*on m'avait écrit qu'un seul nom sur 

chaque bulè^tin , taqdiâ que J en aurait 23. et ^ 19 ; 

et si, confof moment à Vusage ëliab^ cpiawAréketiondoit 



> 
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étreiûle à ta itiajorittf absolue , on eut obligé les Aec- 
team dans un nouTeau scmtin (WJMiiottagé)^ à ne voter 
^ne sur les deux candidat» qui aTaient obtenu le plus 
de voîx , C aurait été exclu. Il est visible que ce dernief 
défaut du strutin ordînaîre croit avec le nombre des 
v<ylans et des candidats , et qu'un petit nombre d'éleoo- 
teurs qui s'entendent peut forcer la majorité, dont 
les voix se sont dispersées sur un grand nombre de can-^ 
dîdat») à choisir entre deux qu'elle repousserait si elle 
en avait la liberté. 

i58. Dans^ Uexemple précédent les trois propositions 
qui ont obtenu le plus de voix sont, conime nous l'avons 
remarqué, compatibles entre elles, et toutes nécessaires 
si l'on veut établir un ordre définitif entre les candidats ; 
car les deux premières laissent indéterminées la subor- 
dînation qui doit exister entre jéetB; mais cela n'arrivé 
paa toujours. Si, le nombre des électeurs restant le 
méine, leurs voix étaient divisées de cette maaière. 



S9 



pour j4âC^ ^ pour J[€By ^o pour BCj^y 
pour CABy g pour €BA^ 

tm trouverait, en opérant comme ci-dessus^ 

A '^ B par 3i suffrages el B ^ A par 29, 
A "^ € par 21 et C ^ A par 3^, 

i> > C par 32 et (? > J9^ par 28 ; 

rapprochant alors les propositions qui ont obtelM lé 
pkiS' de voix y on tomberait sur le aysteaie 

C>^ donnée par 39, 5>Cpar32et ^>jB^par3i, 

dont les deux premières conduisent nécessairement à 
B^A^ résultat contraire à la 3^. 
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Poar échapper à cette contradiction , Gondorcet , qui 
a discute avec beaacoap de soin et à plusieurs reprises ^ 
la théorie des éleclions^ propose de ne composer le ré- 
sultat final qu'avec deux propositions, lorsqu'elles ont 
une conséquence nécessaire, et de chercher ensuite 
parmi les trois systèmes qu'on peut faire en combinant 
deux à deux les trois propositions indiquées ci-dessus, 
celui qui a obtenu le plus de suffrages , en réunissant 
les votes qui ont été donnés à chacune des propositioBS 
dont il est composé. Or on trouve ainsi 

71 suffrages pour C>>^, ^>C, d'où l'ordre BCA^ 
70 C>^, -^B, CJBj 

63 ^>C, ^>B, ABCi 

c'est donc le premier système qui est voté le plus for- 
tement, et auquel il faut s'arrêter si toutefois on est forcé 
de consommer l'élection {^, Cette dernière restriction 
a paru très nécessaire â M. Daunou, qui présente contre 
cette manière de combiner les propositions, des diffi- 
cultés très fondées, et qui pense que dans ce cas douteux 
où il ne saurait y avoir de majorité bien prouvée , le 
seul parti à prendre, si l'on ne pouvait remettre l'élec- 
tion , serait de choisir le candidat qui a la pluralité re- 
lative (**). 

iSg. Les propositions comparées dans les numéros 
précédens, par rapport au nombre de suffrages qu'elles 
ont obtenu, pourraient l'être par rapport à leur pro- 
babiUté, Iqfrsque celles de la vérité et de l'erreur de dia-* 
que vote sont connues. Par exemple , un scrutin de 



(*) Essai sur la Probabilité des Décisions, Disconrs prélimi- 
aaire, p. Izvi). 

(**) Mémoire sur les Élections , p. 63. 
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33 votes t «UT lesquels i8 sont pouru4>JÎ et >^> C, 
iSpour iî>^et C>-af, 32 pour ^> Cet i pour 
C^ B , conduirait à l-élection de ^par les propositions 
A^BeXA^C^ dont le système a une probabilité 



p3 j,3 



-5—; 3 . -r— ï 3 (i5i et in): 

mais la très grande pluralité qu'a obtenue la proposition 
B'^Cj donne, dans le cas où v surpasserait un peu m^ 
plus de probabilité au système ^^C et B^A^ quoique 
la seconde proposition n'ait eu que la minorité des suf* 
£rages. 
' £n «£fet , la probabilité de ce dernier système étant 



j;1l Yfi^ 



si l'on fait m-^L^Vy qu'on réduise au même déno- 
minateur les probabilités du premier et du second, sys- 
tème , on trouve pour les numérateurs 

I + «31 et u\\ + «^) , 

expressions qui deviennent i,o38 et i^aSo lorsque 
«=0,9. « Ainsi, dit Gondorcet, le système pour lequel 
» on conclut la pluralité, n'est pas nécessairement celui 
» qui a la plus grande probabilité (^ » ; mais cependant 
on ne doit pas adopter ce dernier dans tous les cas , 
parce que souvent Tune des deux propositions n'ayant 
qu'une probabilité fort petite, impliquerait contradic- 
tion avec d'autres qui en ont une plus grande. 

Si l'on joint à cette difficulté celle de constater la 
probabilité de cbaque vote, on sera bien fondé à s'en 

(*) Essai sur la Probabilité des Décisions , p. 1^3. ' 



âd8 TRAltË ÊLÉMRNTAtHE 

venït dstuÈ les éleetloiis , à k l'échëfiche dti vtéu dé U 
majorité^ ee qvâ , comme on vient de le voir , n'est pas 
toujours une chose aussi simple qu'ôti pôuiiraitlé penser. 
En réduisant le nombre des votans on facilite beaucoup 
la formation des votes et leur dépouillement. Cette rai- 
son, jointe à d'autres que ce n'est pas ici le lieu d'ex- 
poser, a conduit à établir plusieurs degrés d'élection 
pour arriver à «o «hoix définitif, c'eât«*à-*-dire à faire 
nemiaier d'abord des électeurs qui doivent à leur tour 
eni cbiNsir d'autres, et ainsi de suite ; mais par ce mode, 
l'inflaence de la volonté générale diminue à chaque 
nouveau degré qu'on ajoute à l'élection , et le chois 
de l'assemblée la plus élevée est sowvefat très dif- 
férent de celui qu'aurait indiqué cette volonté , si 
on l'avait immédiatement consultée : un calcul fort 
simple rend très frappante la vérité de cette asser- 
tion (*). 

De la probabilité des milieux pris entre, plusieurs 

observations, 

i6ô'. Pottir achever de pareonrir lea principales ap- 
{AttatlottS du ealettl des pi'obal^ilitéa , il me reste à 
parler de là ^Éféthode de prendre le milieu entre plu» 
sieurs résultats» oU observations , en ayant épktà aux 
diverses probabilités des erreurs , on de déterminer les 
corrections les plus avantagenses que dea valeurs déjà 
ftës approchées, doivea^t subir pomr^tîefaire le mieux 
possible à nn grand nombre d'observations^ Cette 
rechetcfaé^, commencée par La^l^Hige, ëtlairde par 



(*) f^oyc* les remarques de M. Gergonne, jinnaUs de Mathé- 
méttiqueSi I. VI / p. i« 
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Eulfer i*)y a été poussée très loin par Laplace ; 
mais comme elle se rapporte principalement à l'As-» 
tronomie^ et dépend de la forme des méthodes em«- 
ploy ées dans cette science , elle sort des limites que j'ai 
du me prescrire. Je me bornerai seulement à donner 
une idée de la manière dont le calcul des probabi*-> 
lités s'applique au cas le plus simple de la ques- 
tion , celui où il s'agit de prendre le milieu entre 
plusieurs déterminations immédiates de la quantité 
cherchée. ^ 

Dans le principe, on a comparé les observationsaux 
jets d'un dé ayant autant de faces qu'on admettait 
d'erreurs possibles , et l'on a supposé d'abord que ces 
erreurs étaient également probables. Par exemple , si , 
pour se rendre compte d'une mesure dont le résultat 
ne peut pas s'éloigner de la vérîtç' , soit en plus , soit 
en moins, > au-dei£ de 5 parties très petites , comme 
5 secondes de degré , on conçoit un dé ayant 1 1 fetces 
marquées par les nombres 

— 5,— 4>— 3,— 2,— I, o,-f-i, +2,-H3,+4,+5, 

un nombre n d'observations étaut assimilé au Jet 
de n dés semblables , les erreurs dont peut être af- 
fectée la somme de ces observations seront exprimées 
par la somme des points que peuvent présenter les 
dés. Il suit de là et du n° 56 , que cette somme pourra 
recevoir toutes les valeurs marquées paroles exposans 
de X dans le développement du polynôme 

+ ar* -|- a:* -f" a:^ 4- X* -|- a:? / ' . 

(*) Mélanges delà Société de Turin , t. V, p. 167. I^ot^s Acta 
jiead, PetropoliCanœ , t III , p. 989. 

y édition. 19 
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Le terme afTeeté de TexpesMit xéro répondait vk 
cas où» te«tef ks cneàri te toot compentées daas k 
flomBEie des obearyatioiil, son oeeftdest âîvÎM par 
(i i)% expûmeva la prefatbilité que cette sonuae eit 
exacM, et qu'es la dÂTÎsaat par le nombre n des ob» 
•erralMMiS) On aura la traie «alear de la quantité chei^ 



St> au Ktu de se berner aa terme dont Texposuit 
est Oy on embrasse pAoflîciirsaifttreS' termes, o» en dé- 
duira alors là probabilité que Terreur de la somaïf 
des observations est nenileemée entre certaines limites. 
Ainsi» en réunissant les ternes dont les exposant sont 
— -^a.y -«s, Os 4- 1 »+2« ottauralaprobabiHléqnc 
Terrettr de la «om«ie des obaenratîons m» eaipasscn 
psri 2 secondes^, soit en plus, soit en moine;* erreur 
qui , dsMs le résultat , étant divisée par n^ aeru eem'- 

prise entre les limites et + -, 

KM 

Le développement du polynôme pvoposé «^abn^ 
beaucoup par le procédé du n® 56. Dans Texeraple 
ei-de^us, on a 



et û ne sera pair difficile de lôtmer le toeBcient en 
wtma «ffie^tté éê tîel tfxpmftnt qu'on voudhfsf. 

i6i. Quand on assigne aux erreurs des probabilités 
diverse^ ,. ceht revient à supposer que t:bacune de ces 
erreurs ett marquée sur un sombre <ie fàices propor- 
tionnel à sa probabilité; en sorte que si l'on suppose 
toutes ces probabilités réduites au même dénomina- 
teur, et représentées par la lettre e , numérotée d'après 
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l'erreur k laquelle elle te rapporte, les chances d'er- 
reur dans la somme des observations , seront doBiiées 
par les coefficiens des puissanceiB de x dans le déve-* 
loppement du polynôme 

si le nond^re des erreurs possibles est encore limité a 5. n 
On Toit que par cette manière d'envisager la que»* 
tkm , la difficulté est tout entière dans la longueur 
des calculs , qui devient escessire dès que le nombre 
^es erreurs possibles et l'exposant n sont copsidëra-» 
blés; et c'est à diminuer cette difficulté que s'est at<^ 
taché Lagrange dans le Mémoire cité. 

Il a fait aussi plusieurs hypothèses sur les probabi- 
lités des erreurs. En supposant, par exemple, les er-* 
reurs d'autant moins probables qu'elles sont plus 
grandes, et se bornant toujours aux nombres de 
l'exemple précédent, on pourrait prendre pour la lettre 
e la progression ^ 

• ij 2, 3, 4, 5, 6, 5, 4> 3, 2, I; 

en sorte que le polynôme à développer serait 

(ar-5 + aar-4 4, 3^-3 -f. 4j:-*4 5ar-* -f 6x^ 
+ 5x*+4;r* + 3ar3 4.W-f-;c^)'', 

Quant au dénominateur commun des probabilités 
des erreurs , c'est évidemment la somme des nombres 
substitués aux e. 

Si ces probabilités ne formaient pas une progres- 
sion symétrique comme la précédente, tant par rap- 
port aux erreurs positives qu'aux négatives, il pourrait 
arriver que le plus grand terme du développement ne 
serait pas affecté de or", mais d'une autre puissance 
de X, dont l'exposant indiquerait alors l'erreur la 

19,. 
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plas probable daas la somme des observations. Il 
faudrait donc corriger cette erreur avant de diviser 
la somme donnée, et le quotient obtenu ensuite serait 
le résultat le plus probable. 

162. VoilÂ à peu près toutes les notions élémentaires 
/qu'on peut donner sur ce sujet. Pour s'élever au-delà 
il faudrait l'étendre beaucoup , et d'abord remarquer 
qu'une observation pouvant différer du vrai , par des 
intervalles aussi petits qu'on voudra , le nombre des 
erreurs à considérer , quoique assujetti à des limites 
finies I doit néanmoins être regardé comme infini, ce 
qui fait entrer cette recherche dans le domaine du 
Calcul intégral. (F'qjr. la note III.) 

Ensuite, le plus souvent, les quantités à détermi- 
ner ne sont pas données immédiatement par les ob- 
servations: elles doivent seulement être telles , que par 
certaines combinaisons avec des nombres antérieure- 
ment connus , elles représentent ces observations ; et 
si elles ne le font pas exactement, c'est qu'il y a erreur, 
soit dans ces quantités , soit dans les observations 
mêmes. Cette dernière circonstance fait que dans le 
problème, il y a bien plus d'équations que d'incon- 
nues; et la manière de les combiner, pour en obtenir 
le résultat qui a la plus grande probabilité, ainsi que 
de déterminer cette probabilité, dépendant de la forme 
de ces équations , sort entièrement des limites de ce 
traité. Je dirai seulement que la règle la meilleure, 
celle de rendre un minimum la somme des quarrés des 
erreurs, où elles entrent dans leur entier, quel que soit 
leur signe, a été établie d'une manière très simple, par 
Legjendre. Quant à l'évaluation de la probabilité du 
résultat auquel elle conduit, on la trouve dans la 
Théorie analytique des Probabilités^ et dans un 
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Jjfémoire où M. Plana a traité de nouveau ce sujet 
avec beaucoup d'e' tendue et de clarté : M. Poisson s'en 
est aussi occupé depuis (*). 

De révaluation morale dçs Probabilités^ 

i63. Lorsque le calcul des probabilités est appliqué 
à des sujets qui intéressent notre fortune ou notre vie, 
des nombres abstraits paraissent peu propres à nous 
faire connaître l'importance que nous devons attacher à 
ses résultats. Mais si l'objet de ce calcul est de ramener, 
autant que faire se peut, nos impressions à une mesure 
exacte, il doit nous offrir aussi le moyen de trouver une 
impression équivalente à une mesure donnée. Eu effet, 
placés au milieu d'une foule de dangers que nous 
itommes obligés de braver soit pour notre intérêt ou 
pour notre plaisir, et sur lesquels l'habitude et l'opinion 
générale paraissent assez constantes,' les probabilités 
de ces dangers peuvent servir de termes de comparaison 
avec ceux qui ont été calculés et non encore éprouvé». 



(*) Voyez d'abord Nouvelles méthodes pour la détermination 
des orbites des comètes, par Legendre, p. 7a. Depuis la publi- 
cation de ceMe'raolre, M. Ganss, dans sa Theoria motus corporum. 
cœlestium^a ddclarë qu'il était parventi, de son calé, h celle règle. 
ployez ensuite le chap. IV de la «econde partie de la Théorie ana- 
If tique des Probabilités , par Laplacej puis, dans les Mémoires 
de V^cadémie de Turiuy ann. 181 1 — 1812, celui de M. Plana , 
et dans la Connaissance des Tems pour 1827, celui de IW. Pois- 
son. M. Gauss a publié sur ce sujet un ouvrage spécial ayant 
pour titre : Theoria combinationis observationum minimis 
errorihus obnoxiœ; M. Fourier a aussi donné quelques règles, 
mais sans démonstration (voyez le Bulletin des Sciences^ publié 
par M. de Fernssac, part, math., t. II, p. 88), et M. Puissant a 
fait, aux résultats des opérations géodésiques, Tapplicaiion du 
calcul des probabilités. [Acad. des Sciences , t. X et XI.) 
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Pour ua intérêt assez modique , un honuiie prudent 
entreprend une traversée plus ou moins longue^ sur 
mer, un passage difficile , par exemple eelui du pont 
Saint-Esprit lorsqu'on descend le Rhône en bateau, et 
une foule d'autres actions assujetties à des risques di« 
vers. Si donc on avait des relevés exacts qui fissent con- 
naître la proportion des accidens aux succès, on en. 
déduirait une échelle de probabilités , dont la valeur 
morale serait mesurée par l'importance attachée aux 
résolutions qu'exigent les entreprises dont il s'agit. On 
pourrait aussi comprendre dans cette classe les ris- 
ques pécuniaires auxquels se soumettent, dans l'es- 
poir d'un gain plus ou moins considérable, des hommes 
connus pour leur expérience et leur sagesse dans la 
conduite de leurs affaires ; mais ces données man- 
quant» on a tâché d'y suppléer par les Trahies de 
mortalité (*). 

Buffbn s'en est servi pour déterminer une limite aa« 
dessous de laquelle toute probabilité devait être re^ 
gardée comme nulle (82) ; il fixa cette limite à j 



oo«o T- 



parce qu'aucun homme dans son bon sens, n'est frappé 
de la crainte de mourir dans lé jour, et que sur lopoo 
personnes il en meurt une dans cet intervalle. Daniel 
Bernoulli observa d'abord que pour former cette va- 
leur avec exactitude, ^1 fallait n'y pas cpmprende les 
individus qui avaient une maladie ou des môti&connas- 
de craindre une mort prochaine ; et Gondorcet pensait 
qu'un risque nécessaire et habituel ne pouvait pas servir 
de terme de comparaison lorsqu'il s'agit d'une détermi- 
nation volontaire; que d'ailleurs on ne pouvait pas se 
borner à ce seul terme, et qn'ii en fallait au contraire 



{*) Esstri sur la probahiîité des Décisions^ p. aaS ,'et Dis* 
cours préltminatre , p. cvrj. 



un ttèê fritfidjiQinbvie, nAii qu'il 7 «AiCttl curies 4i- 
«fr8eiflpécuUtioiM<[aVNi pouvait aef)i#p9«ec. CeHede»- 
aièffe «t^ectioan me pacatt au fond Ia<pluf aoUde ; car A 
MM» iioiia habîittou» pour jaMM-mêmei «n danger 
de mourâ dan» ujq îiil«nailc de tenifis trèa «couaty 
noua Tappr^ciouf «(lieux à Tëgard des autrea , eC 
notv iaiaoBS repoaer daa intérêts plus ou monia (randa 
aor raxiiCeiice des peracoinea , d'apièa leur âge et Félat 
de leur sanilé. 

Ed calculant donc le naque de mourir dana Tin** 
tcrvalle d'un an, d'un nu>ifl, d'une aeviaine, d'un 
jour 9 d'une keure mèaM, pour dea perscoxiea faiea 
portantes de diâerens âgea, cm formera sans peine 
l'ëckelle idont uania a^ons parlé. 

La Table dressée par Deparcîeuz sur les indi"* 
vidus choisis (126} , donne, à l'âge de 20 ans, la pro«- 
babiUté 

8 I 

ou environ — de mourir dans l'année , 



.814 100 

8 



o , — = — ' — dans le mois, 

8l4*X2 1221 ' 

3Ï4lë5 ^^ ^^^^"^^"^ 3^ ^' ^" J^^'» 

6,4.365.24 ^ %ÎW ^*^* "^ ^^'''^' 

Ces probabilités varient avec rage, mais par des djf-r 
férences ^ui sont d'autant moindres, que l'iatervalle de 
temps est plus court;. ï^renant dans la même Table lea 
probabiUtés analqgues pour l'âge de 5p axis , pu troi^Viç 

jg- dans un an» ^ — -g- dans une semaine, ctc. 
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Si l'on retranche de cet dernièreft celles qui corresi' 
pondent à l'âge de 20 ans , la différence sera la mesure 
de l'auginention que l'âge apporte au risque de mourir 
pendant Pannée, la semaine, etc. , augmentation dont 
l'importance morale est fort petite ; car un homme de 
5o ans qui jouit d'une bonne santé', n'appréhende 
guère plus de mourir dans un intervalle très court, qu'no 
jeune homme de 20 ans. Ce genre d|e probabilités était 
celui que Gondorcet proposait de préférence , comme 
pouvant servir de terme de comparaison. Au reste ce ne 
sont encore là que des vues qu'il ne faut pas trop res* 
treindre; car il est évident que le sujet ne saurait ad- 
mettre des nuances bien délicates , et que le but est 
rempli quand on a offert à l'imagination un rapproche- 
ment qu'elle peut saisir. 

Résumé général. 

164. Dans les Notions préliminaires formant le pre- 
mier paragraphe de ce Traité, j'ai tâché de faire sortir 
celle de la probabilité , des habitudes mêmes de notre 
entendement , et de montrer que , reposant par sa na- 
ture sur une énumération , elle pouvait être susceptible 
de se prêter au calcul, au moins dans un grand 
nombre de cas. Après avoir parcouru les plus impor- 
tans , il me paraît utile de résumer les circonstances 
remarquables qu'ils nous ont offertes^ comme devant 
compléter le Tableau de la science, déjà ébauché en 
parlant de son origine. 

Déterminer le rapport du nombre des chances qui 
amènent un événement , au nombre total des chances 
qui peuvent arriver, en descendant jusqu'à celles qui 
sont également possibles : tel, est le problème à ré- 
soudre quatid les évènemenssont produits par des com- 
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binaisons dont les élèmens sont donnés, et dont le mode 
est cannu, ce qui est le cas des jeux ; et l'on sent 
qu'alors le calcul doit souvent rectifier les simples 
aperçus du bon sens, qui ne peut pas suivre le détail 
des combinaisons, lorsqu'elles se multiplient et se com- 
pliquent au-delà d'un certain terme. Aussi avons-nous 
donné plusieurs exemples d'erreurs remarquables (19, 
24, 46). 

Le penchant qui nous fait attendre avec plus de 
confiance l'arrivée de l'événement par rapport auquel 
nous pouvons répéter plus souvent le jugement de pos- 
Mbilité que le jugement contraire (5), ne serait, dans 
le cas qui nous occupe, qu'une illusion, si la théorie 
mathématique des combinaisons ne montrait pas que 
]e nombre de celles qui sont favorables à ce penchant, 
augmente h mesure qu'on embrasse un plus grand 
nombre d'épreuves (33) , et qu'elles conduisent à des 
probabilités dont la grandeur frappe également tous 
les, esprits; en sorte que le temps donnerait aux plus 
f, rossiers la preuve de ce qui ne peut d'abord être saisi 
que par une sagacité très exercée : et de là se déduit 
le petit nombre de propositions suffisantes pour fonder 
les motifs qui nous font croire à la probabilité (39, 

4») (*)• 

Cette même propriété de la répétition des épreuves 
conduit à l'évaluation pécuniaire des évènemens aléa- 
toires, et mettaint en évidence les suites que doit avoir 
nécessairement à la longue , la plus petite inégalité dans 
le sort des joueurs, dès qu'elle est constante (69), 



(^) Le fond de ces diverses proposiiioDsJest reqferine' dans ce juge 
ment de Gibbon. « Les lois de la probabilité si vraies en général, 
» si trompetâmes en particulier, m ( Mémoires de Gibbon , t. I«', 
p. a6i — o6i de la traduction française. ) 
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montre combien il eit imprudent de « livrer ma jeo 
quand on y a dn désaTantoge , et même de liaqver dea 
eorames un peu cooBidérables , quand le jeu est éfjû^ 
parce que dans une longue suite de parties , il dcrient 
de plus en p^ue probiable que l'un des joueuia éprouvera 
une perte surpassant telle somme qu'on Toodra (71). 

i65. Ce n'est pas pour les seuls éTènemens que nous 
pouvons voir sortir des combinaisons qui les produi- 
sent, que la probabilité acquiert du crédit sur notre 
esprit ; elle opère de même à l'yard de la répéti* 
tion des faits dont l'origine nous est totalement in- 
connue. En assimilant la production de ces faits au 
jet d'un dé , au tirage de numéros pris au busard 
dans une urne, on doit en effet conclure du. théo- 
rème de Jacques fiernoulli (34) que, si des obser- 
vations multipliées manifestent ^ dans la succession 
des divers évènemens, des raj^orts renfermés «ntre 
des limites peu distantes , ces rapports indiquent à 
peu près les probabilités simples d'après lesquelles 
on peut conjecturer sur l'avenir. Le sentiment de la 
constance des lois de la nature , inspiré de Jbonue 
heure, par l'immense répétition des mêmes succes- 
sions dans le plus grand nombre des faits qui se pas- 
sent sous nos yeux, avait conduit à cet aperçu^ mais 
il n'était pas inutile , ce me semble, de le Toir sortir 
aussi du développement des combinaisons mathé- 
matiques» et, ce qui est encore plus remarquable, de 
l'obtenir comme le terme moyen du nombre infini d'hy* 
pothèses qu'on peut faire ^ur la possibilité' des évène- 
mens dont les causes sont tout-à-fait ignorées (87, gB). 
C'est souscette dernière ferme qu'il est bien circonscrit, 
qu'on reconnaît les bornes où il faut le renfermer, 
et comment l'assurance diminue à mesure que l'é* 
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tenant de l'admit augmente par rupport à celle du 
pa«sé (gi), 

La fréquente succession des mêmes faits , qui mène 
à ridée d'une liaison nécessaire entre eux , étant sour 
mise au calcul, donne une mesure delà probabilité 
de cette liaison > et montre jusqu'à quel point on 
peut y compter , quand même on n'aurait pas d'au- 
tres uÉotifs deVéublir (io4, io5). Cette théoriemérite 
quelque attention, puisqu'elle offre un moyen très 
spécieux de réfuter les excès du scepticisme, sans re- 
courir à ces principes posés à priori, et tout au moins 
aussi douteux et aussi obscurs que ce qu'on veut prou- 
Ter par leur secours. 

i66. La détermination des probabilités, par le 
nombre et le mode des combinaisons , le même pro- 
blème , lorsqu'on n'a pour données que l'observation 
des évènemens passés , enfin la détermination de la 
probabilité de l'existence des causes, ou, pour parler 
plus exactement, des tendances naturelles à la pro- 
duction des évènemens qui sont plus répétés que 
d'autres , sont donc des questions dont la solution 
n*est pas seulement curieuse comme pouvant exiger 
beaucoup de science de calcul, mais encore comme 
donnant des fondemens plus solides aux principes gé- 
néraux de l'art de conjecturer (*). 

M ■! lu II ' Il I III ■ 

(*) La^erni^re de ces questions, considérée en gênerai, a bien 
riiii|M»rl««ce qu^oa lui auribae ici , mais non pat dans tontes ses' 
applications. La connaissance de la valeur précise de ia probabilité 
que des eSels sont dns à une cause plutôt qn^au hasard , n'appre- 
nant rîen sur la nature de cette cause, paratt bien loin de répondre 
par son utilité, à l'appareil de calcul qu^ezige très souvent sa déter* 
minaûon. Quand la répétion des faits, ou leur constance est aoffir 
bamment constatée par les moyens les plus simples , on essaie de 
kclier par des hypothèse»; et l'histoire des sciences prouve qu'on 
msrclie à cet égard du simple au composé, en suivant Tordre des-. 
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167. Pour appliquer cet art, il faut des données;' 
et suivant leur nature elles seront susceptibles ou non 
de se prêter au calcul. Celles de la première espèce 
ne manquent point dans les jeux , où elles se tirent 
des conventions établies et de la forme des instru- 
mens aléatoires.. Dans les autres applications, ce 
sont des faits qui n'ont encore été recueillis que 
d'une manière très incomplète , et pour certaines 
classes seulement. La principale , celle des faits concer- 
nant la durée de la vie humaine , a . fourni d'utiles 
spéculations , et d'autant plus sûres , qu'elles ont été 
appuyées sur les élémens plutôt observés que con- 
clus; car, ainsi qu'on l'a vu plusieurs fois dans le 
cours de cet Ouvrage, c'est parles hypothèses ima- 
ginées pour suppléer aux observations immédiates, 
que l'erreur s'introduit dans le calcul. Les questions 
qui s'y montrent le plus rebelles sont , sans contre- 
dit, celles qui tiennent à la volonté des hommes; 
mais cependant nos actions ont des conséquences 
aussi nécessaires que celles de toutes les autres forces 
de la nature, et laissent des traces qui, scrupuleuse- 
ment examinées , discutées et énumérées, fournissent 
à posteriori une mesuré de la valeur de ces actions. 
Si , par rapport aux témoignages, auxjugemens, les 
passions se jouent du calcul , leurs effets bien ob- 
servés en préciseraient toute l'influence beaucoup mieux 
que les déclamations auxquelles on peut aisément, avec 
de bonnes intentions et peu de lumières , se livrer sur 
un sujet tant rebattu (*). 

apparences , qu^on prend (Vabord ce qa*on voit poar ce qai est, et 
qa^on rapporte les formes et les efiPets nouveaux & ceux qui semblent 
les plus répe't^s. 

(*) En exemple de ce grand fait , on peut citer les Comptes gé- 
néraux d^ l'Administration de la Justice criminelle, publier 
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Ainsi ne nous lassons pas de' répéter, avec tons 
ceux qui désirent sincèrement les progrès de la civi«^ 
lisation y qu'il en faut toujours revenir aux faits ; que 
tout, à la longue, peut se compter, se mesurer, et 
par conséquent être soustrait, au moins en grande 
partie , à l'empire de l'imagination ; niais disons aussi 
qu'on ne saurait atteindre ce point si dé^rable, qu'en 
mettant la plus grande rigueur et le plus grand dé- 
tail dans la classification des faits, afin d'éviter ces 
associations irréfléchies et inexactes qui chargent les 
meilleurs principes , de conséquences odieuses tout- 
à-fait étrangères à ces principes, comme on pour- 
rait le prouver, non- seulement par des discussions 
raisonnées, mais en montrant par les faits que les 
mêmes conséquences ont pu être tout aussi légitime- 
ment attribuées aux principes les plus opposés. 

Enfin , quand les faits manquent ou ne sont pas con— 

en France «lepuis i8a5. On y voit, dans les rapports des divers 
genres de crimes, classe's suivant les sexes, les âges, ies locali- 
tés, etc., une constance de'jh bien marquée, offrant des résultats 
curieux et peut-être utiles. (A^o/e*, d'une part, les recherches de 
M. Quetelet , dans les Mémoires de l'Académie de Bruxelles y 
t. VII, et dans \di Revue encyclopédique, mars i833; et de Fan - 
tre, V Essai sur la Statistique morale de la France y. i^x 
M. Guerry.) 

'En général , depuis quelques années^ la comparaison des phé- 
nomènes sociaux a pris un développement très considérable* 
MM. Benoiston de Châteauneuf, Charles Dupin, Quetelet, Viller- 
mé et d'autres ont dépouillé, sous de nouveaux points de vue, les 
registres de Tétat-civil , de la conscription, des écoks, les états de 
consommation, et en ont tiré des conséquences intéressantes. Si 
l'on peut trouver que dans quelques-unes de ces comparaisons., 
le nombre des faits recueillis n'est pas encore assez considérable 
pour que les moyennes variant peu , les résultats aient une 
grande probabilité , les auteurs auront an moins le mérite incon- 
testable d'avoir préparé h leurs successeurs des cadres impor- 
tans. 
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cliuna, la dUcoision qu'il faut tubâtitoer aux nouTe»- 
mens d'an enthousiasme souvent factice, par lesquels on 
a égaré les hommes dans tous les sens , cette disco»* 
sien , dis-je , doit prendre des formes asses analogues à 
celles du calcul. Balancer des avantages et des incon* 
véniens, séparer des exceptions, fixer des limites, n'est- 
ce pas en effet une sorte de manière de coûipter? et 
quand l'afilrmatif et le négatif se montrent au même 
degré , peut-on faire autrement que de rester dans le 
doute jusqu'à ce que de nouveaux iaits Taient dis- 
sipé? (♦)• 



{*) Fraaklio s'était fait, pour cette sorte de calcol, qa'îl appelait 
Algèbre morale y nae méthode qni revient, au fond, k ce qnW a 
A\X dans la note de ta page 17 , et qn'îl recommande an célèbre 
Priestley , dans les termes snîvans : 

« Je ne pais , dans Tafialre importante snr laquelle tous demanda 
mon avis, me permettre, faote de données snifisantes, dHnilaencef 
votre détermination ; mais si cela vous est agréable , je vous appren-^ 
drai comment vous parviendrez h prendre vons^méme, à Tavenir, 
une décision. Dans le cas de ces hypothèses embarrassantes , d*oh 
|>rovient surtout la difficulté? De ce qn^alors même que nonslei 
méditons le plnt, toutes les raisons qu'on pourrait alléguer pour oa 
contre elles, ne se présentent pas d*abord à notre esprit. Une d<* cet 
raisons nous Inppera dans un temps, bientôt nous la perdons de 
vue, et c'est alors nue autre qni lui succède : de là tontes ces incer- 
titades, ces alternatives, ces irrésolutions auxqoelles nous sommes 
en proie ; de là cette perplexité qni nous tourmente. Voici quelle est 
ma méthode pour parer à cet inconvénient : je divise en denx co- 
lonnes, par nu trait, une fenille de papier; j'inscris en tête de l'ane 
de ces colonnes k mot pour y et en tête de l'autre le mot contre. 
ApTès deux ou trois jonrs de réflexions , j'écris an-dessous de cha- 
cune de ces têtes , de petites notes sur les différentes raisons qui le 
présentent de temps k autre k mon imagination, pourei contre la 
mesure que jedois adopter Xonque enfin j^aî réuni sur ce petit mémo- 
rial une masse sulfisante de raisons contradictoires, je me mets en de- 
voir de peser leurs valeurs respectives. Si je trouve que deux rsi- 
wtaa (une de chaque cAté) soient d'un même poids, je les élimine 
tontes les denx; qu'u/ie raison pour égale deux raisons contre , je 
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«apprime le tout ; que deux raisons contre égalent trois raisons 
pour, j'efiàoeles ein^ff et ainsi de Miiie, jusqu'à ce que je tronve 
enfin de qacl c6te' demeure la balance. Après deux nouveaux jours 
de réflexions, si quelque arrière pensée importante n'esC venue ap- 
porter de changement à ma balance , j^en fais Tarbitrc de ma déci- 
sion. Quoiqu'on ne puisse , à la rigueur, supputer et peser des rai- 
sons ensemble avec autant d^exac ti m de qu*on établit des quantités 
algébriques; cependant, quand, après avoir discuté séparément et 
ciimparativemcnt chacune de ces raisons, j'en ai reproduit sous mes 
yeux toute la masse comrudictoire, je pense qu'il me devient plus 
îacile d^asseoir un jugement et de prendre une détermination : je me 
crois en mènie temps moins exposé h commettre des erreurs. Il est de 
Élit quo }e n^m veiïtt qoe dd ttès^gmndfl avuntage» de cette espèce 
«l'équation I danace qm'oa peut appeler une j4^gèbra moraU» n 

( Correspondance inédite de Franklin, Icllre du 19 sept. 177^1 
à Pricstlej, t. I, pw ag. Pari». Janet père , 1817.) 
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NOTE PREMIÈRE. 

Sur le n* 27, page 4^* 

1^. La formule de Stirling donne immédiatement la 
somme des logarithmes des termes d'une progression par 
différence. En prenant la suite des nombres naturels 
depuis 1 jusqu'au nombre quelconque or , on a 

Il + l2-f 13 +lar = 

il=.,+ (*+l)l*-.:+^-3g^ + etc., 

VF désignant le rapport de la circonférence au dia- 
mètre (*). Les logarithmes indiqués étant pris dans le 
système népérien, il faudra, si l'on veut employer 
les logarithmes ordinaires ^ multiplier par le module 
0,434294s 9 les termes où il n'entre pas de logarithmes. 

. ■ ■ ■ 

(*) Ployez le 3» volame de mon Traité du Calcul différentiel et 
du Calcul intégral in-^®, ou la fia du Traité élémentaire sur le 
même sujec. 

On pourrait facilement introduire dans les tables de logarithmes 
les sommes de ceux des nombres consécutifs , ce qui serait fort utile 
pour calculer les termes des puissances élevëea des binômes , comme 
je Tai indique dans le n<k 187. On trouve une Table de cette espèce 
à la tin des Miscellanea analytica et de ihe Doctrine of* 
Chances t par Moivre ; en i8a4, M. Degen , professeur à Hanan, 
en a publia une pins étendue , qui donne ces sommes pour tons les 
nombres jnsqu^à 1200 , avec z8 décimales : il y a joint d'antres 
Tables et des dëveloppemens sur le même sujet, fort utiles pour 
le calcul des probabilités. L'ouvrage de M. Degen estimitolé; 
Tabularum ad faciliorem et breuiorem prohabilitatis compu' 
tationem utitium enneas. 
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Ën^ pasiant aux nombres , et désignant, par -e le 
feiombre 2,7182818, dont le logarithme népérien est 
l'unité, il vient 

1 .2v3. . èJ?=:sl/ljr . ■ .e . 

e 

produit dans lequel le derpier facteur approche d'autant 
plus de l'unité que le nombre x est plus considé-^ 
rable (*). 

2^. Cela posé ^ on obtient, pour le. produit' 

7>(p-«)(f>-a)...0>~g-f.,)=» P^~'^,- , VÙ^ , 
Texpression 

n-k- — — etc. , 

* _^ . : - y ^_ . „ __ _ ■_ mmi^ 



eP ' 



, vP— ^y-f-- — ; -—etc. 

p-^-. JL(i L— )— etc. 

-«^ ^ .ë 



« ip — q) 



(*) Oh troave dans la Théorie analytique des ProbabiUtéè 
(p. 119), ane expression du même prodait, diffëirenee en apparence 
àe kl précédente, mais qni s'en déduit en développant l'espo- 

— L — âSTT '^ ®**^* 
fcientîelle c'** joox ^ p^, i^ formulé connue 

z z^ s' 
e» = i + - H H ^ -f- etc. : 

ien ordonnant le résultat, luivant les puissances descendantes de x^ 
ton obtient 

1.3.3. . .X ^ 

3* édition, ao 
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«t ai «nia dîme {Mur eeU« da produit I.3.3.. «^^ on 
if onven que 

1.1.3. . . ,q 

p-h- — f )— etc. 

V^^.q ^{p-q) " 

3°. Si Toii î^tp-ss^q, et qu'on divise ce dernier ré- 
sultat par %^y afin d'obtenir le rapport du développe- 
ment de (i + i}^ avec le terme moyen > op luira 



— q" "î^ • ^ «*C- 

I 87 ^ igiq* 



^ifq 



En posafit 2^=100, on en déduira le nombre... 
Q»Q7g$89a» reporté sur la page 4^. 

A mesure que q augmente, l'expression eir<des8iis 
s'approche de 

\/^q y ^wq V ^p' 

quantité qui devient de plus en plus petite. 

4*. Si Ton ii^it/> = /7» + '''l> q^m, pour obtenir 
le plus grapd tfitm^ às^ développement de 
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(m 4- «)'««+« (ig) , on trouvera d'abor4 que le coeffi- 
cient ^erient à 

n» -}- rn 4- - 

(rm+m) » 

^— 1 TT^ 

-r-l -T-^ " I ■»- «te. 

larVmH^il pi nj 



puis T^ult^Uunt la deaûcre de ces yajeims p^^r. . . « 



m^'^n^^ 



-^ il TieB4i« 



pour le rapport du développement de (jn + 7i)""+'« 
■avec s<ifû plus gi'and* 'terme. * i .; 

fl ëâtVvïsiblé que ce rapport ditxûiiue à mt^suit: quti r 

/min 
augmente, «t qu'il tend sans cesse vers yJ -"^i— f m » iflttui* 

tité qui peut devenir aufisi petite qu^on vouilra^ en 
prienantppur r un nqmbrj^^uffîsammeni gr^l^d, ce qui 
^^coorde avec lei ennarqu^ '4u n^ -39^» ' ^ ' ^ 



. Ç?j, ][^eram)ortde deu« termes auelcofU|p)«# dudéve- 
f^^ppeniÊnt de {ri%'\-ny^d£i^iÂ&àér^'in!i etfrir^'i'n9\ 
«n négligeant, pour abréger, tes séries exponentielles 
4311^ jeat biîui facile de festitueik*,' a.p9i!|ii esprèsilbà "" i 



V » •■ ^ S^ 



, ' 



1^0 M* 



3o8 
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P+ 



y+r 



(p-^) 



p-^-*-{ t-^i 



n 






,_,' 



m 



p — ^ + l ^r— ^1* 



<i^\ 



q Hp-q) 



m 



i(S». Soit /?=rm4- m, qssrnj q'z^m-^r; Vexr 
pression précédente deviendra 






I ■'. . ,~^ 



————— j j 

rm + rn+i rn — rH-- rm-hr-f-- 

résulut remarquable par sa formp , et dont la valeur 
numérique, est susceptible de crotfpe. indéfiniment en 
même temps que le nombre r, ce qui prouve la propo- 

-»ilion.du n* 3i. . 

Pour s'en convaincre , il suffit d'observer que 

* < ■ ■ * 



1 



\ m J \ mj m :im*'^3n? '' 
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cç <pii donne 



, Vam ^ an 6>n« ^ on» ^ / . 



car la série qui multiplie r d^ns la dernière expression 
étant convergente et toujours positive , il s'ensuit que la 
Valeur de cette expression croit toujours avec le nombre 
Tj et que par conséquent il en est de même de 



(c^r'^x^-) 



rm -I* r -^ - 
a 






Si Ton posait jr's— ni+r, ce qui donnerait. . ,. 
p — q' == rm — r^ ce changement ne ferait que mettre 
dans le rapport obtenu ci-dessus , m à la place de n, 
et réciproquement. 

7®. Si dans l'expression du coefficient du terme gé« 
néral du développement de (m + ny (p. 3o6), on fait 
pts^rm + m^ qzsim-^^j d'oùjo— 5r=rji2+y'^ et 

qu'on la multiplie par ~-p— —, ^He deviendra 

rm. H- m -|— 
\/ik'rr.{m—q') ^(rm+^) a 

±(.^, '— !^^ -« etc. r^-^R'^nr^-q^ 

\i\rmr\-m rm-^q m-^q J. v^ ^^ "> 
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et nous allons la simplifier en supposant if tMè (Mtit^ 
par rapport aux ilomfores rm et rrtt Le premier facteur 
te met aisément sous la forme 






I .. .- . I 



I 

\ "^r»/ \ rm/ 

effectuant la multiplication |^ le 3*facte«r ei rédui- 
sant, on obtient 



v/ 






ru — 9" 4-- rm+^-f-i 

Obsewaot ^isuite 91e 



(-D 



(■+£) 



^^n»+^+l (r» + ,'+i)l(. + ^) 



puis développant lea exjpdsàns de e, cit faisant leur 
somme , Qn trouve , après les réductions , 

— il 4. J--4.^ + -?— + etc. ; 
2171 arm 2rn arm 
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et tà l'on sttpt^ose le tkùmhte ^ àists 'petit per rapport 
aiit nOMbn^ r^ et r/i, pôuv C[tt^ iott qu'arré eevl puisse, 
entrer lôn comparaisoti âVéc leartt^l«iil«ères puîasaBces^ 
on réduita ttXXe ëjcprti^sioii attx tetOiReflK ' 

d*6à il résiilterâ enfin 

UTrrmn V ^wrmn ,. .V 

expression qui donneta uné.v^leur approchée du rap- 
port entre le terme afféttéde m'"^"*"^ n'"""*', et la puissance 
(iw + n)"""*''''», si Ton néglige la série exponentielle qui 
compose le second facteur de l'expression proposée., et 
qu'on regarde q'^ comme comparable seulement aux 
premières puissances des nombres rm et m {*). 

Si l'on compare cette expression à Celle du rapport 
entre le développement de (tn -f- nf^^^^ et son plus 
grand terme (p. 307) , on verra que 

TO-f-n . 
— '^ — 0*% 

est une expression approchée du quotient de ce plus 
grand terme divisé par celui qui est affecté de . . . . 
7»'*-»"^' ji'**-*' ; et SI l'on y fait m== 18, 71= 17,...* 
rm -f. 171 = i4ooo , d'où r=: 400, ^= i63 , elle donne 
44)79 vâleiir qui ne diffère pas sensiblement de celle 



■ I ' m 



(*) Elle devient celle qa^on trouve p. 278 ^e la Théorie analy- 
tique des Piohabiîités y )ôY9qti*oti y éfrange rfn'-^-fn enn , f^ii é% 
X, rn en'x' et q' en /. 
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qu'a trouvée NicoUs BersouUi dans rendroit cité im la 
page 1769 et d- où il condut que la somme des 16S. 
termes qui précèdent le plus çoosidërable du.dévelop-. 
pement de (m -|* ii)>4o^ et des |63 qui le suivent , est 
nu reste de ce développement , dans un raj^rt plua 
grand que celui de 43,58 à i. 

On peut parvenir à cç résultat au moyen des re-» 
marques faites dijins le n^ 34; car si Ton ccH^çoît qnç, 
les groupes de termes formés à partir de M y de 
L y etc., soient composés chacun d'un nombre q' de 
termes, et qu'on les représente par ^, s'j sff ^^^\ 
on aura 

E^t, S^t C<f^ etc 

i^^éT' ?^g''\ ?^.f' 

M 

Si donc on fait -p- s= it , il viendra 

çt par conséquent 

et cela, en quelque nombre que soient les groupes: 
donc enfin le groupe ^ sera à la somme de tous les 
liutres, dans un rapport plus grand que k — i : i. 

8*. On peut encore obtenir plus directement la va-f- 
leur approchée du rapport entre le groupe de termes 
désigné par ^ , et la totalité du développement de 
(in-f''^)^9 çn cherchant la 90mme des valeurs quç 
prend l'expression 
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> 

nt -h n , 

â , ^ fl'» 

'/m -f- 71 a/m/i 

V OL'mmn 

depuis q^ =: o , jusqu'au nombre assigné pour sa plus 
grande valeuTy au moyen delà série soramatoire donnée 
par Euler dans son Calcul différentiel, et qu'on trouve 
aussi aux endroits cités en note au bas' de la page 3o4t 
Cette formule, qui est 

Su s= yiidx + - « ^ -T- -4- etc. • 

^ 2 ' 12 dr ' 

■ 

lorsqu*on y fait x = ^ , u = 6e , donne 

Sbe = bfe àq + - be — r; ^^ « 

+ etc. ; 

mais on peut se borner aux deux preniiers termes 
quand ha est fort petit , ainsi que cela a lieu pour 
l'exemple proposé, puisque 

t 

irmn V ^xrmn V tx 



En posant alors q'V^a t=: i, on obtient l'expression 

_/c dl-4--\/-.é 






qu'ilfaut prendre depuis ^ = o jusqu'à la plus grande 
valeur de ^, et doubler, si l'on veut réunir le groupe 
qui précède le plus grand terme, à celui quLle suit ; 
puis on y ajoutera ce terme. Dans la note III , je revien- 
drai sur l'intégrale indiquée, 
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On peut tirer de ces formules une démonstration de 
la proposition du n^ 34 ; mais celle dk Jacques Bemoulli 
parait préférable , non-seulement paroe qu^elle est élé- 
mentaire j mais encore parce qu'on y Toit mieux la 
marichife dé rapproscimation qile dans les calculs ci-des- 
éuSy fondés sur des séries qui ne sont point tbnrerg^entes 
dans toute leur éleiidue, et bù l'on tt^lige beàiidoup 
de (^[uabtités dont il iie semble pàè facile d'apj^réciéi* 
exactement Tinfluence sur le réduite t. 

En terminant cette note , je dois dire que la somma- 
tion de la partie moyenne des termes dés puissances 
élevées du binôme , a été ramenée à des intégrales dé- 
finies y par Laplace , dans les Mémoires de VAca-^ 
demie des Sciences, ann. 1782, p. 60, et par Le— 
gendre , dans les Exercices de Calcul intégral. Y* par- 
tie , p. !i3J>. « 

« 

Sur le n® 91 y page 161. 

I». Si l'on applique à l'expression de 5^'"^ (89), 
la formulé de Stirling rapportée p. 3o4» on trouvera, en 
faisant abstraction des sériée exponentielles j 

t 

n(«— i)....i 



(7» 4-1) (m +a)... .(m-f-n-l- i) 
t/aTT. X- 



e".e» (ro-f-n-f-i) * 



V 



m^ti^ 



eV T.TFTnn , 



m + n H — 

(m-j- n + t) ^ 
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On petit simplifier la dernière de ces expressions en 
observant <(ae sip est un tfôs grand nombra. par rap** 
pMrt,au]t aombres k et l^ ott a sensiblement , 



(.+^r=.. 



puisque 

(■*r =(-;)' •(-!)'= 

\ 1/7 1.2 /?* i.a*3 p^ /^ 

et que , si l'on passe aux Hmites des diiférens termes de 
ces séries , en supposant j9 inâni , là première devient 

et la seconde se réduit à son premier terme i . 
Par ce moyen , la quanifté 

(m -f- Ti-f- i) ' = 

3 

3 m -f- rt + - 

m + n -^ ^r »v a 






3 
se change en (m +n) 'e : la valeur de 5^"*'"' 

devient donc 
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comme on le voit dans les Exercices de Calcul itt^ 
tégral, par Legendre (IIP part., p. 348); et il 
observe avec raison , que ^approximation exige que 
les nombres m et n soient tons deux très grands. 

a®. On trouve de même que 

(n + g)(n+y — p., .i ^ 

(m+/^-f^-l) (m^-p— y+a) {m+n+p+t) 



3 ' 
(m + n+p + %) a 

et comme on suppose que les nombres m et n sont très 
grands, par rapport aux nombres/? et 9> on peut réduire 

(m+p— y) ^=»? 

m 



X'*'^ 



TO^p— ^+- p — g 
km ^ e , et ainsi des autres : il vient 

alors 






3 » 
(m + n) ^ 



\ , 
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Talenr qoi, divisée par celle dé 5j"'"^ obtenue précé- 
demment , donne pour quotient 

(m 4- n)P' 

C'est à peu près ainsi que Laplace a démontré 
^una le tome YI des Mémoires des Savons étrangers 
In, 6a5) , la proposition énoncée à la fin du n^ gi. 
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NOTO n. 

Sur le n"* 4^, page 74. 

Le calcul aux différences (finies) auquel se lie assez 
naturellement la théorie des combinaisons , facilite très 
souvent la mise en équation des problèmes relatifs aux 
probabilités. Déjà Moivre, en cherchant la loi que sui- 
vent les valeui^ successives des fonctions qui résolvent 
ces problèmes , avait introduit la considération des sé- 
ries récurrentes ; mais l'algorithme du calcul aux diffé* 
rences n'étant pas encore complet , et l'intégration des 
équations de ce genre n'ayant été effectuée d'une ma- 
nière bien explicite que par Lagrange en i75g (*)^ 
Moivre ne pouvait pas remonter immédiatement à l'ex- 
pression finie des fonctions à déterminer. C'est La- 
place qui a fait le premier, en 1773, l'application ex- 
plicite du calcul aux différences à celui des probabili- 
tés; et Lagrange qui, dès 1759, avait indiqué cette 
application, l'ayant reprise en 1775, a résolu par le 
même moyen les plus importantes et les plus difficiles 
des questions que Moivre avait traitées dans la Doctrine 
des Chances {^), Je ne puis donner ici qu'une idée de 
cette méthode y et je Rappliquerai d'abord à la question 
du n® citél 

I®. Désignons par /m le nombre des combinaisons im- 
paires dont m pièces sont susceptibles , par P^ celui 

(^) Miscellanea Taurinensia , 1. 1 , p. 33. 
(**) Mémoires des Savcuis étrangers ^ t. VII, 1773, p. ii3; 
Mémoires de V Académie de Berlin , année 1775 , p. a^o. 
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des combinaisoos paires , et cherchons ce que devien- 
nent ces fonctioiift fie m, quand cette variable augmente 
de l'unité. Il est visible que si l'on introduit la nou- 
velle pi^cp d^ps les cpfnbinai^Qns paires, ell|^ IjS^r^-r 
dra impaires, et que de plus, prise seule, ell^ en 
former^ uue de cette espè<;e , ce qu^ donu^r^ p^jr çp^r 
^ffVL^nX Pm-j-^ ^ combinaisons impfliires , outrç les /» 
du cas précédeul;, Qi^ant aux combinaisons impures, 
Taddition de la nouvelle pièce les rendra paires , et le 
nombre des combinaisonsde cette espèce , qui était P^y 
sera augmenté de /„ ; mais I„i^% et Pm+i étant les 
nouvelles valeurs des fonctions /„ et P» , il en ré- 
sultera les équation^ ^ 

/»M-» ^^ ^m "i" Pm ^ ' > "«H:» ^^ Pm '^ ^m» 
En vertu de la seconde , la première devient 

etj ^i Ton diminue m de Tunité, dowie . 

au moyen de quoi chassant P„ Hf- ï > àe la première 
équatiop, on obtient 

équation du premier degré et du premier ordre à eoef- 
ficiens constans , et à laquelle en satisfait en posant 
/p,^^^***. Le coefficient A reite arbitraire, et Von trouvé 
« = 2, d'où /„ = 2"*^ ; mais comme /„ doit se réduire 
à I, quand m.=Li^,il faut 411a ^ js ^ 1 oa a dûnc 
/^==2"'7', et par çonsjéanent P^r=/„ — i = 2"»-' — i. 
On conclut de là les probabilités 
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comme dànd le n^ 4^ ; mais de plus , cette analyse fait 
bien voir comment il arrive que le nombre des combi- 
naisons impaires doit surpasser de Tunite' celui des com- 
binaisons paires, ce qui n'avait pas été' aperçu par 
Mairan, qui s'occupa le premier de ce problème (^). 

a®, La question précédente ne dépendait que d'une 
équation aux différences à deux variables $ uiab on est 
conduit fréquemment à des équations aux différences 
partielles : la détermination de. la probabilité d'amener 
au moins un nombre donné de fois, dans un nombre 
donné et épreuves y un évhnement désigné , en offre un 
exemple. C'est le premier problème résolu par La- 
grange , dans le Mémoire cité ; et voici comment il le 
met eu équation. A l'exemple de Montmort , il prend 
pour inconnue le sort du joueur, c'est-à-^ire son espé- 
rance mathématique \ mais il suppose égale à l'unité la 
somme espérée, ce qui réduit le sort du joueur à la 
probabilité de gagner. D'après cette définition , il s'ap- 
puie sur le principe, que le sort d^ un joueur, à un coup 
quelconque , se compose de la réunion des divers résuU 
tats que peut amener ce coup, multipliés par laprobor 
bilité de les obtenir (66). 

Gela posé , en représentant par jrxi le sort du 
joueur lorsqu'il ne lui reste plus qu'un nombre x d'é- 
preuves à tenter, et qu'il manque* encore un nombre t 
de répétitions de l'événement désigné dont la probabi- 
lité este, on formera l'équation 



(*) Mémoires de l'Académie des Sàiences , année 171É8, p. 53 
de VJSistoire» 



J^x-i,f— 1 indiquant le sort du joueur au coup suivant, 
lorsqu'il a amené Vévënement demanda, et^^— i,» lors- 
qu'il ne l'a pas amené'. 

Pour l'intégration de cette équation aux différsnces 
partielles à trois variables, je jienverrai au Mémoire 
de Lagrange^ ou au S"" volume de mon Trente da 
Calcul différentiel et du Calcul intégral Çvorlf*) ^ çt je 
me bornerai à rapporter la valeur de j^^p^t qui s'en dé- 
<iuit, savoir^ 

t{t-\rl)...[tA-{x-t-iy] 1 

^ i.5i.3...(x-^) *' *' r 

Lorsque x =j» , t^ r, i — e =sy, H en résulte 
^,„=e'{. + ^/+:^/-+etc.) 

pour la probabilité d'amener, dans un nombre p d'é- 
preuves, au moins r fois l'événement désigné. 

Par la formule du n** 22, en faisant jp — ^^=^^9 et 
mettant e' en facteur commun, on trouverait 

puis substituant les puissances de i — fk ce^es de e 
qui sont entre les accolades , on retoraJberait sur la 
formule précédente , que Moivrc avait trouvée par 
induction ('^. 



(*) The Doctrine of Chances , p, i3. 

3* édition. 21 
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Sur le n* 5^ , page 92. 

Voici le développement de la solution qu.e Laplace 
donne de la même question dans sa Théorie cma-» 
ly tique' des Probabilités ^ page 191. £n conser-* 
v«tit len dénominations que j'ai employées dans le 
a*^. cité, il peut se préseater à un tirage l'un quel- 
conque à£3 

m(m — I ) ... (m — i + i) 



1 .2 



arrangemens des m numéros en nombre i : la litte de 
n tirages sera donc formée^d'un nombre n de ces arran- 
gemens , pris sur un nombre total 

/ 

{ m{m — \) (m — jf 4- 1) 1" 
1.2 i j ' 

et comprendra en tout in nuniiéros. Soit maintenant 
Zm » le nombre de ces mêmes arrangemens dans les- 
quels il ne manque aucun des numéros î, 2, 3, . . .y, 
Zm 0-1 le nombre des arrangemens où il ne manque 
aucun des numéros 1 , 2 , 3 , . . . ^ — • i ; ce dernier sur- 
passera évi'demment le premier, puisque, outre les 
arrapgemens qui comprennent les n®" i, 2, 3,...y — 1, 
combinés avec le nombre y , il renferme aussi cei^x où 
ce numéro manque , et qui ne sauraient faire partie de 
tm^q- Mais les arraiigémeDs où le n<» y «lanque pouvant 
résulter <i'ane loterie composée seulement de m-*-i 
numéros, leur nombre est représenté par «m-ï,^-*i J 00 
aura donc Téquation 
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la diffiérence A ^lut prîie par rapport à m seu- 
lement. 

Au lieu d'intégrer cette écfuation , on peut s'en ser- 
vir pour dériver successi^iiient de «;„,, , les valeurs de 
^«,», ^«1,3 > etc.; car elle donne 

^m,4 = ^m,3 — »m-i,3 = As«_, ,3 = ù?Z,^s^, , 



« •• 



•d'où l'on conclut aisément 

^'> *m,, , OU le nombre des arrangeiiftens dans lesquels 
ne manque pcâct le nomlwe i , étant égal au nombre 
total des arrangemens que comporte la loterie propo- 
sée , diminué du nombre total de ce^x.qui résulteraient 
d'une loterie composée seulement des m — i numéros 
autres que i, sera, d'après ce qu'on a dit au<:omme^- 
>eeiti€tit de cet article, *' 






.r. 



changeant donc m^nm^-gr^i d^ps celite ej^pr^i^iof^ 
pour U substituer dans celî^ d^ j^, tix>uv<é$ plus 
haut , on aura > . . 

. _ A<.{(fW — iyX m--g— l)...(m — ; — y-f-0)" 

«n jï'oHbliai^ p(ftfi ^ue la di^évoice indiquée ne se 
Tapporte qu'à m. 



21. 
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On peut poser, pour abréger, m— -92=:^, ce qui 
donnera \ 

_ A9.{s(s'-l)... (j — t + i)}» 
^»* (1.2.9. ..i)» ' 

différencier par rapport à ^^ et faire ensuite « = 0, si 
Ton veut prendre *^ = m , afin d'avoir le nombre 
d'arrangemens ou de listes d'après lesquels tous les 
numéros sont sortis : alors la probabilité demandée 
sera exprimée par 

^.f 



{ ffi(m — i). . .(m — t-f-i )i» 
1 . a . 3 ... I J 

( m{m — i) ... (m — £ -f-7yj«* 
•Sitr fc n* 6d, page io3. 

CSe problème de la durée des parties jouées en rabat" 
tant peut Y dans son état le plus général , s'énoncer 
ainsi : deux jouenrs ajrant chacun un certain nombre 
de jetons , jouent ensemble à cette condition que celui 
qui perdra une partie donnera un jeton à Vautre ; on 
demande combien ilj a à parier que le jeu ^ qui peut 
durer à V infini, sera fini en un certain nombre de 
parties au plus, en sorte que F un des deux joueurs 
aura gagné tous les jetons de Vautre (p. 269 du Mé- 
moire de Lagrange) ? Voici comment il se met en équa- 
tion. Si l'on désigne par x le nombre de coups qui 
restent à jouer, par t le nombre de jetons que possède 
alors l'un des joueurs, on aura, d'après le principe 
rappelé sur la page Sao, j^«,i étant le sort de ce joueur^ 
et e la probabilité de gagner la partie, 
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la même équation que celle du problème YI de La- 
grange (p. 261 de son Mémoire)^ où il ne considère 
qu'un seul , joueur pariant amener un événement dé- 
signé, 6' fois de plus que l'événement contraire, ou 
c fois de moins. Suivant l'énoncé rapporté plus haut^ 
h représente le nombre des jetons du secpnd joueur, 
c celui des jetons du premier; et le jeu 'finit lorsque 
X étant égal à zéro, r=c-{-6,. ce qui fait gagner 
le second. 

Si les deux joueurs avaient chacun le même noihbre 
de jetons, et que e fut égal à ^ , le problème devien- 
drait alors le même que celui dont j'ai indiqué les 
cas lés plus simples^ à l'article cité.. 
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NOTE m. 

Sur le n* 76, page 12g. 

En désignant par d:r raccroissement du capital , on 

a sur-le-champ pour la mesure de l'importance 

de cet accroissement; en intégrant, il yientMa:4-^^n^<*^ 
et si Ton détermine la constante pour que ce résultat 
s'évanouisse lorsque x-=a^ on obtiendra 

a 



Sur le n" 88 , page i5î. 

r^. Si Ton représente par dx les parties dans les- 
quelles on conçoit que l'Unité est divisée , la somme 
•que Ton cherche sera exprimée par 

L'intégration par parties appliquée au facteur x'"dr^ 
donne d'abord 

— — ^T '^^" + — ^ /x-+»da:(i — x)-' ; 

en répétant cette opération un nombre n de fois , 00 
fait disparaître le facteur i — a: , et l'on obtient la for- 
mule de la page i55. 
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Lu Ibrmule désignée par 

b ' a ^ 

i 

dans le texte, équivaut à l'intégrale 

yx'"dx(i — x)", 

prise depuis xz=ia jusqu'à ar = ^ ; et la probabilité 
d'obtenir, sur un nombre/? d'épreuves nouvelles, p — q 
évènemens A eXq évènemens jff (91) , sera 

1.2.3...^ /x'"da:(i — x)* ' 

les intégrales étant prises depuis j:=o jusqu'à 0:=: i. 

a®. La considération des valeurs moyennes (93) con- 
duit très simplement aux intégrales; car do; étant l'ac- 
croissement des valeurs dex,. le nombre de ces valeurs 

composer dans l'unité , sera j~ , et la valeur moyenne 

résultante de toutes celles que prend dans cet inter- 
valle , la fonction ar"'(i — jr)", sera égale à la somme 
* des valeurs successives de cette fonction , divisée par 

T— , c'est-à-dire à 
ax 

fx^{i — xY _ ^^„^^(j _ ^j, 
I 

dx 

t 

Sur ce pied, la probabilité d'un nouvel événement ^,, 
et celle d'un nouvel événement B^ deviennent 

fx'^'^'dx(i^x)'' fx'^dxii — g:)"-* -' 
/j:''dx(i. — x)" ' /a:"»dx(i — x)* ' 
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et Ton voit que leur somme est égale à Vaaitë, puisque 
toutes ces intégrales sont prises entre les mêmes li- 
mites , j: = o et j? = 1 . 

Nous ferons observer ici en passant ^ qu'en général 



l'intégrale étant prise depuis xr= a jusqu'à jf =:£^ , ex- 
prime la valeur moyenne entre toutes celles que l'or* 
donnée j^ d'une courbe peut recevoir depuis l'abscisse a 
jusqu'à l'abscisse b. 

Sur le n** g6,. page 170. 

Suivant la notation précédente, les termes dont la 
formation est seulement indiquée à l'endroit cité , au- 
ront poitr expression générale 

p\^p — i){p — 'i) (p — q^Z'\- I) 

3' <x. 

• • « • ^ 

fx'"dx{i — a:)" ' 

si Ton fait, pour abréger, ^ ^=p, W intégrales 

se rapportant à. x seul , et devant êtr,e prises entre 
les limites r:=o et a:=i. Il reste ensuite à faire la 
somme des diverses valeurs que dopnerair cett% ex- 
pression, lorsqu'on assignerait successivement à z, tant 
positivement que négativement, tous les nombres 
entiers compris entre o et 5oo 000. 

Pour obtenir cette somme , Laplace développe 
d'abord , par ses formules approximatives , le coeffi?-' 
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cient du biDome elles intégrales indiquées , ce qui peut 
aussi s'effectuer par la formule de Stirling ( vojrez ci- 
dessus, p. 3o5 et 3i4)^> et comme le résultat auquel il 

parvient renferme une exponentielle de la forme e , 
qui décroit rapidement dès que les valeurs de z devien- 
nent, un peu considérables y au lieu de chercher la pro- 
babilité qui s'étend de z=z — Sooooo jusqu'à 

z = -}> 5oo 000 y il passe à la probabilité contraire qiir 
se compose des termes où z surpasse 5oo 000. De plus , 

— A«» 
la petitesse des valeurs correspondantes de e , lui 

permet de prendre pour dernière limite l'infini; et à 

cause que la fonction e demeure la même , quel 

que soit le signe z , la somme cherchée est le double 
de celle qui s'étend de z =7 Sooooo à z = infini. 

Les accroissemens de z, égaux à l'unité^ pouvant alors 
être regardés comme infiniment petits, par rapport à la 
distance des limites de celte variable, Laplace substitue 
à la somme cherchée, l'intégrale aux différentielles qui 
est la limite de cette somme, et qui n'en difière que très 
peu dans le cas actuel, ainsi qu'on peut le voir, en consi- 
dérant que plus un polygone inscrit ou circonscrit à une 
courbe a de côtés dans un espace donné, plus son aire 
approche de la portion correspondante de cette courbe. 
La question est donc ainsi ramenée à obtenir, entre les 

... . — >t«» 

limites indiquées plus haut, l'intégrale fe dz, sur 

laquelle je reviendrai plus loin. 

Sur le n® 99, page i^jS. 

I*. Suivant la notation du calcul intégral, la proba- 
bilité indiquée dans cet article a pour expression la va- 
leur de l'intégrale yj:'"dj:(i — x)", prise entre les limites 
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• 

xvssa^ x=zb^ divisée par m yaleur prise entre les 
limites xsso et xzsii ; cette dernière ayant déjà été 
trouvée ci-dessus (p. 3 1 4) 9 je vais chercher la première, 
pour laquelle 

m , m , 



I 

ainsi : 



et faire en conséquence 

xsss . i-z, dou I— j:= — : z: 

ce qui donnera 

fx-dx^i -x)« =/dz(^ + zJÇ - *y. 

si , pour abréger, on pose m -|- n = r; et les limites 
de z seront — c et -f-c. 

On peut d'abord penser à développer cette trans- 
formée , suivant les puissances de z , en l'écrivant 



m""-" 



pm-^n 






mais en la convertissant en exponentielle, on parvient 
à un résultat plus simple. Pour cela , on observe que 

et développant le logarithme indiqué , on trouve 



(■ + 3" = 



rz — -f- -r— - — etc. 
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de même 

''^^ a/1 3/1' 



(-^ = 



Cela posé , si l'on néglige le terme affecté de z^ et les 
snivans, ce dont nous verrons bientôt la possibilité, 
quand m et n sont de grands nombres , l'intégrale cher- 
chée sera réduite à 

faisant alors 

elle se change en 

/ 7,mn r — *" , 

et les limites de z<^tant — c et -t" c , celles de t seront 

V Txnn V 



^mn 



Mais , à cause que la fonction e demeure la même , 
quel que toit le signe de < , il suffira de prendre l'in- 
tégrale précédente , depuis < = o , jusqu'à 



11^ 

iz=LC \f , et de doubler la valeur obtenue ainsi. 

V am/i 

Par ce moyen on aura 
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et divisant ce résultat par 



(m 






valeur approchée de l'intégrale y}r'"da:(i — x)", prise 
entre les limites x = o et jr -j: i (p. -'Si 5), on aura 
pour la probabilité cherchée , 

C'est donc de la valeur de /è df , entre les limites 
indiquées ci-dessus, que dépend en dernier résultat l'ap- 
proximation demandée ; or cette intégrale prise depuis 

< =ro jusqu'à i in6ni , est seulement j ^% (^) , et elle 
en approche beaucoup, dès que i devient un peu consi- 

— *■* 
dérable , parce que la fonction e décroît alors avec 

une rapidité de plus en plus grande. Il suit de là que 
la valeur de la probabilité cherchée, tend continuel- 
lement vers l'unité, et qu'elle. ep approche d'autant 
plus , que la limite 



=ov/z: 

V nmn 



est plus considérable. Mais pour qu'il en soit ainsi, 
il faut que c surpasse beaucoup — 7=» car 1/ 

/- / r* r* 

étant V r- \/ , la quantité , dans son im- 

V am/i' ^ 7.mn 

nimum qui répond à m^n^ se réduit à 2. 



(*) Ployez h. la fin du Traité élémentaire de Calcul différe^iticC 
et fie Calcul intégral f 4* édition. 



( 
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D'un autre côté , pour qu'il soit permis de né«- 
gliger le terme 5 — ^ dans la se'rie exponentielle du 

1 H J (p. 33i) , il faut qu'en 

y faisant js ae c , ce terme demeure fort petit. Or, en 

mettant à part le facteur 5 — - qui ne peut pas tom— 

ber au-dessous de ^, il reste le facteur rt^ qui, de- 
venant rc^ à la limit^ de l'intégrale , et se changeant 

en r * , lorsqu'on fait c= -;— , prendra un expo-^ 

sant négatif, si 7> i. Joignant cette condition avec 
la précédente , on en conclura que pour obtenir l'ap- 
proximation supposée , c doit être entre — =: et 

l/r 

•3 — \ que par conséquent plus r sera considérable , 

VF 

toutes choses d'ailleurs égales, plus on pourra prendre 
c petit, et que moins on réduira la valeur de c^ 
plus la limite de t deviendra grande , plus alors la 
probabilité cherchée approchera de l'unité. 

2^. L'usage fréquent que l'on peut faire de ^inté- 
grale fs df , qui se présente souvent dans cette re- 
cherche, comme dans beaucoup d'autres, est une 
raison pour entrer ici dans quelques détails à son 
sujet. 

'D'abord la valeur de cette intégrale étant la même 
pour les t négatifs que pour les t positifs , on peut ^ 
aux limites f= — infini et /=o^ substituer <= o et 
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i =. infini, qui se succèdent dans le mèvac ordre, par 

rapport à Taccroissement de la variable t. 

— f» 
£n subs lituant à e son développement suivant les 

puissances ascendantes de t, et en inliégranti on bamt 

— «» 
une série qui donne la valeur defe dij lorsque la li- 
mite de t n'est pas un grand nombre ; mais dans le 
cas contraire , il faut chercher une série descendante 
qui s'obtient en faisant attention qoe 

et en continuant cette intégration par parties sur le 

— *• 

facteur e , après avoir multiplie' et divisé fiar t» On 

trouve de cette manière le développement 

qui, s'evasouiasant lorsque t est iisfiiii, donn^ depns 
1 3$= 7' jusqu'à d infiai) 



If 1.3 3.6 , è 

7^-{'~l7^+?^F4-?^ + etc.J. 



Retranchant ce résultat de ||/7r, on aura la valeur de 

Jk di depuis eirtzo j«8q«i'à t^aiT. 

La série ci->deBSiis «esse d'^étre convergente , mais 
d'autant plus tard que T est plus grand ; et coifitne 
ses termes sont alternaJttvem«iit posîtife et ivégatîfs , elle 
dQima jusque là des limites très resserrées de la va- 
leur que l'on cherche. 
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3^. Dans U transforination precéd. de/jr'"dx(i ^^ x)* 

— t* 
en fe d/, nous n'avons employé que les preWers 

termes de la série exponentielle en z (p. 33o) ; il est 
cependant possible d'avoir égard aux autres, en fai- 
sant d'abord égal à — i^, l'exposant de e dans le produit 



i-i — j etdefi — — j, 
qui 



ce 

i donne 



»•'•• • » t ». F»'J«3 



(- +') + ^(—t — ^'- etc. = — <•, 
\773 n/ 3 \m' 71*/ ' 



2 

ou bien, 

en changeant les signes^ réduisant et observant que 
n* — 7?i*=— r(7w— 7i) , 7i^+7»5==r(77a*— niTi-f-Ti*) , etc. 

On déduira d'abord de cette équation les limites de t 
au moyen de celles de z ; puis on y fera 

z — At+BV''^ Cû + etc., 

pour obtenir dz , et les coeffîciens A^ B^ C, etc. , se » 
détermineront à Tordinaire en établissant l'identité des 
deux membres : xxk aura ensuite 



= ^/«""d'{^ + ^^'+3CP + etc.}. > 

Lorsque! la variable t doit être comprise entre des 
limites positive et négative de même grandeur, on sim- 
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pliûe le calcul , en séparant l'infëgrale en deux parties , 
Tune embrassant les valeurs positives de f y et l'autre les 
valeurs négatives ; car ayant d'une part 

fe^ At{A + 2Bi + 30* + etc.} , 
de l'autre 

— fe àt{A — 2^/+ 3Cf*— etc. } , 
et retranchant le second résultat du premier, on obtient 

/x»dx(i— a:)«=— :^ . a/c d/{ A + 3Cx* + etc. }. 

Dans le cas particulier que nous examinons , les 
limites de t ne pourraient être supposées de même gran- 
deur , qu'autant qu'on négligerait les puissances de % 
supérieures à la seconde ; mais s'il s'agissait d'obtenir 
l'intégrale faf^àx(\ — a:)", entre les limites x=.o 
et j: = I , cela reviendrait à supposer nuls alternative- 
ment les facteurs 



1 -j et I — —, ou la fonction e , 

771 71 

et par conséquent assigner à t pour limites Tinfini po-' 
sitif et l'infini négatif. Dans ce cas on a, depuis l = o 

jusqu'à / infini ^ fe d/ = ^ V/ » (p. 332) ; on en con- 
clut aisément, au moyen de l'intégration par parties, 

fe «'dt= e t + 'Je d/=-.-v^«-> 

■' '2 ' ar 2 2*^' 

Jc t^dt=z e r+'-fe l*d/= .-i/^,etc., 

2 2*' 2 2 2 
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d'où 

et si Fon fait Iç calcul indiqué page 335 pour obtenir 
les cocfficieus du développement de z en ty on trouvera 



A:=i/^A 



V 



^ m* — I imn + n* . 

i8rmn ' 

etc. 

£n se bornant au premier terme , on a précisément 
la valeur approchée de ya?'"da?(i— a:)* déduite de la 
formule de Stirling, p. 3i5. 

V Pour ce qui précède, j'ai suivi en grande partie la 
marche tracée par Laplace dans le premier Mémoire 
qu'il a publié sur le Calcul des Probabilités , Savans 
étrangers, t. YI, p. 626 , et par Legendre, dans la 
troisième partie de sçs Exercices de Calcul intégral, 

p. 343 (*). 



(^) Ceax qai voudront suivre dans ses progrès , la théorie des 
approximations pour les formules de grands nombres, devront 
consulter d*abord le Tractatus de sum?natione et interpola^ 
tione serierum , de Stirling, p. i35; les Miscellfinea ànaly^ 
tica de seriebus et quadraturis , de Moivre, p. 4 du Supplément; 
et passer au Calcul différentiel d^Ënler , 3* part. , chap. VI , 
puis aux Mémoires de l'académie des Sciences poar les «nnées 
1778, p. 327; 1782, p. 1 , et 1783, p. 4^3; àla Théorie ana^ 
If tique ^des Probabilités , livre l^f, a* partie; et enfin au Mé" 
inoire inséré par M. Poisson , dans le t. IX de V Académie des 
Sciences f p. 339. 

3* édition, 17, 



et 3« 
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Sur le D? III, page 199. 

Fîg. , Les figures i et a, indique'es à Tendroit cité, n'ont 
pas grand besoin d'explication; il suffira de dire qu'on 
s'est proposé, dans la figure i'', de donner une idée des 
di£férences les plus grandes que présentent les tables 
de mortalité. Pour cela, on a construit les courbes ré- 
sultantes des tables dressées par Sûssmilch, pour 
Vienne , en Autriche ; par Muret , pour les campagnes 
de la Suisse : et de la table de V Annuaire du Bureau des 
Longitudes, dressée par M. Duvillard, et qui doit 
offrir les nombres moyens pris sur toute la France. 

Si ces courbes paraissent se terminera l'âge de 1 00 ans, 
ce n'est pas que les tables dont on s'est servi ne 
continssent quelques centenaires; maïs leur nombre, 
comparé à celui des naissances , s'est trouyé trop petit 
pour donner une grandeur linéaire sensible sur la 
figut^. 

La lighe droite, qui va de l'extrémité des naissahees 
jusqu'au dernier terme de la vie , a été tirée pour mon* 
th^r combien , daus les premiers et dans les derniers 
âges , le décroissement du nombre desTlvaûs s'éloigne 
de l'uniformité. On voit ensuite dans quelle partie chaque 
courbe devient & peu près droite , et par ià dans quels 
âges on pourrait prendre pour représenter la loi de mor- 
talité, une progression par différence , ce qui peut être 
quelquefois utile (iia^ 127). 

La ligne menée, par le milieu des naissances, paral- 
lèlement à la base de la figure , rencontre les courbes 
au point où Une reste plus en vie que la moitié des in- 
dividus , et montre une bien grande différence pour la 
force réelle de la population (i i5) , entre les trois lieux 
pris pour exemples. 



J 



DES PROBABILITÉS. H^ 

Sur le n^ ii8, page ai3u 

• Lorsque la loi de mortalité est exprimée par une for- 
mule analytique, on en déduit toutes les conséquences» 
-au moyen du calcul différentiel et du calcul intégral | 
mais on peut aussi opérer immédiatement sur la courbe 
qui représente cette formule ; et c'est ce que je vais faire 
d'abord , parce que ce procédé , plus simple et par\aiil 
aux yeux , mène très directement aux expressions ana-> 
ly tiques. 

I °. L^ vie probable , ou plifs généralement F4ge -tm* 
quel sera réduit, dans un rapport donné, le nomhf^ 
des individus ajrant actuellement un dge donné, se dé- 
termine en élevant sûr Tâge donné AP^fig, 3 , Tordon- Fig. 3. 
née PM^ et prenant une partie PR , ^le au nombre 
^& individus qui doivent rester a l'âge cherché* Tirant^ 
parallèlement à l'axe ^i?, la^droite i!i\r, elle fe»qan- 
trera la courbe au point iV, dont l's^b^cî^e ytf Q «^ptin * 
mera l'âge cherché» 

Dans le cas de la vie probable , PR = \ PM, ' 

D?, Passons à la recherche de la vie moyenne. Si Ton 
pveiïd d'abord sur Taxe des abscisses Ap ^ fig. 4, en Fig. 4. 
commençant au .point P coiTcspondant à l'âge duquel 
'onventpartir, des divisions égales PP',P'P",P"jP',etc. , 
qu'on élève les ordonnées correspondantes , et qu'on 
mène» parallèlement à AÈ^ les droites M'R^ M^R^ etc. , 
les p^rt^es Affîi RÏÏy fOC'y ««c., de Vordonnëe PAf , 
marqueront le nombre des morts qui auront lieu dans 
chaque intervalle égala PP^-^ ainsi PP" seia la durée 
de la vie du nombre des individus représenté par il!//î, 
PP" celle du nombre représenté par RKy PP**. celle 
du nombre représenté par R'R^^ et ainsi de suite. La 

as.. 
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durée de la vie moyenne sera donc exprimée par 



MRxPP'+RR'xPP'' +li'R'XPP'^ 4- etc. 
j^ (iiJ , 

c'est-à-dire par la somme des rectangles MM\ RM'^ , 
R'M^, etc., divisée par Tordonnée PM. Mais il est 
visible que la somme de* ces rectangles , formant le 

polygone Pin ÇÇ'Ç" ^* difiere d'autant moins 

de PMM'M" ,^.By où de la courbe de mortalité, que 
les intervalles PP\ P'P'j etc., sont plus petits. 
£n supposant donc la loi de continuité dans les dé- 
cès , et passant en conséquence à la limite , il faudra 
substituer la courbe au polygone , ce qui donnera 

PMM'M\..B 

i« « III p- » ■< ■■■■ 

PM 

pMT la dmrée de la vie moyenne , à partir de l'âge u4P, 

Il smt de là , que si l'on construit sur l'ordonnée 

Figi 5. PMyJîg. 5, un rectangle PilfTlS équivalent à l'aire 

curviligne PMB^ la base PS indiquera le nombre 

cherché. 

L'aire du segment de la courbe CMB étant repré» 

sentée en général par fy'Ax , on a pour la durée de la 

vie moyenne l'expression analytique 

fy-àx 



Si l'on y met pour ^ la valeur proposée par Lam- 
bert (112), les intégrations à effectuer n'auront au- 
cune difficulté. 

3**. Ce qui précède fait bien voir comment la vie 
probable difiere de la vie moyenne : celle-ci n'est égale 



^ES PROBABILITÉS. 3/, 

traC p?nérài; T \ ^""^'^^'^ ^*^ ' la démon- 
ion générale que Lambert a donnée de cettç diffé- 



i»/^Sôn r^Kf'^''' P""^ P*»" »'»»>«<=«« d« point 



«' 



= 'îr"4-*r' + etc., 

on aura 



Cette intégmle étant nulle lorsque^=o, n'a pas besoin 
deconstante. et l'on en conclutpour la'vie moyenne 

•nais QN étant iPM^ij-, n s'ensuit 
^Q = «C^J-r + *(ir)« + etc., 

il SI: ;r/' '"' '"'" "'''^ = ^^' 'ï"^' ^"« -^^^ 

'a*» Tw+i' '~?î— ;r+T' ^^^-^ 



(*) Recherches sur les Emprunts, p. 8i. 
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d'où il suit, 

Stai^ cbacttne de ces équations ue donnant de valeurf 
réelles que m = o, ?n = i, 7i = Oy 7i = i, en em- 
ployaùt Fune et l'autre de ces valeurs , on ne trou- 
▼era que :r' = a -f- bjr^ équation de la Bgne droite. 

4^é La manière dont la population i^ compose âuiyant 
les âges, ou la loi de la poputatim, tésUltè aussi defr 
constructions et des formules indiquées ci-dessus ; car 
la somme de tous les nombres de la table , depuis un 
âge donné AP jusqu'à la fin , est représentée par 
Taire curviligne PME y exprimée en nombres. 

En effet , le nombl^ des naissances annuelles étant 
exprimé par iV^, si oll les tuppose également distri:- 
buées sur chaque instant de Tannée , on aura 

— = NdXf 
t 

àx 

pour celles qui répondent à Tinstant ix ; dan« les sut*- 
vans ^ le nombre des vivans étant réduit à /', j-'^ etc. ^ 
on aura 

— ^=yax, 'i_-^=yda:, etc. (ri8)j 

et par conséquent 

iVdjr +yda: -f-j-'dj: -|- éic. =/7-dr. 

U suii de là, 4}ue Tordonnée qui divise en deux par- 
ties égales Taire ,4^8 ^ indique Tâge au-dessous et 



V 
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dessus duquel sont comprises les deux moitiés de la po- 
pulation. 

Bu appliquant cette remarque à la figure i , ou terra Fig. s 
rimmense arautage que la population des campagnes 
de la Suisse a sur les deux autres , p^ rapport à cette 
Circonstance. 

5°. On peut demander encore queï est Vâge mojen 
de la population , c'est-à-dire celui qui s'obtient en di- 
visant la somme des âges de tous les individus par le 
nombre de ces individus. Suivant cette de'finitiou , xjr. 
étant la%omme des âges de jr individus de Tâge x^ 
il viendra, pour les âges x\ a:", **, etc. , Fex-^ 
pression 

^y 4- ^y 4- «^y + etc. 

y +y +jr h- etc. 

Multipliant les deux termes par dr , et passant aux 
intégrales, le nombre cherché sera exprimé par la 
formule 

/gydjr 
>dx' 

les intégrales ayant pour limites celtes des âges que 
l'on embrasse. 

On voit qu'il est égal à l'abscisse du centre de gra* 
vite du segment de courbe correspondant à ces âges. 

La diiFérence entre l'âge moyen et la durée de la vie 
moyenne est facile à saisir lorsque la ligne de mortalité 
est droite ; car alors le centre de gravité est au tiers de 
AB^ Jîg, 5, à partir du point v^, et la vie probable Fig. 5. 
répond â la moitié. 

6** . Le rapport de V ordonnée d ' une courbe PM^fig. 6 ,. Fig^ (5, 
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à la soutangentePT^ ou le coefficient différentiel ~p , 

exprimant la limite du rapport des changemens de Tor- 
donnée à ceux de l'abscisse , indique la tendance plus 
ou moins grande de cette courbe , dans chacun de ses 
points , à se rapprocher de l'axe des abscisses , et peut 
servir à mesurer, dans la courbe de mortalité , la ten- 
dance à mourir relative à chaque âge ; le rapport in* 

verse, celui de PTk PM ou j-, mesurant l'effet con- 
traire ,. pourra être appelé' la vhalité de chaoue âge. 

Sur le u® 127, page 228. 

I*. Si l'on conçoit que la rente s se paie par por- 
tions égales à sAx , x dés^nant le temps écoulé depuis 
l'origine du placement, qu'on représente par z. la pro- 
babilité que l'individu qui l'a fait existera au bout du 
temps j:, enfin que , pour abréger, on fasse i +l'=:iqy 
la somme sdx^ rapportée à l'origine de ce temps, et 
multipliée par la probabilité de la payer, deviendra 



szdx ,. , ^ rzàx 

1' 



', d'où S=^sp^^ 



et l'intégrale devra être prise depuis ar=o, jusqu'à 
l'âge le plus avancé de la table de mortalité. 

Ce qui précède suppose qu'on ait l'expression ana- 
lytique de la loi de mortalité, ou l'équation de la courbe 
qui représente cette loi (112). Soit j^ = f(jc) cette 
équation , jr étant le nombre de vivans à l'âge x 
compté depuis la naissance ; pour transporter l'ori" 
gine des x à l'âge a, il suffira d'écrire a -f- ^ > ^^ 
lieu de x ,. ce qui donnera jr==î (<i + x) j or, le nombre 



r 
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des vivans de Tâge a étant i{a) , on aura 



=— r 



— {{a) £{a)J f 

On peut laisser partir la variable x de la naissance, 
en e'crivant seulement y*~«, jiu lieu de 5^*, et la for- 
mule ci- dessus devient 



~f(«)y 



dj:f(a:) 



>«— a 



l'intégi*ale étant prise depuis xsa, jusqu'à la fin de 
la table de mortalité. 

2*. Si la rente ne devait commencer à courir qu'un 
nombre n d'années après l'époque du placement, a 
étant l'âge auquel il s'est fait, la valeur du capital 
serait encore 

mais l'intégrale ne devrait commencer qu'à ar = a-f"''> 
parce qu'il faut en retrancher toute la partie qui pré- 
cède le premier paiement de la rente. 

L'application de ces expressions, soit à la formule de 
Lambert, soit à l'hypothèse de Moivre, rapportées dans 
le n® 112, est trop facile pour s'y arrêter : je me bor- 
nerai donc à faire observer que l'introduction de la loi 
de continuité, distribuant les décès et les paiemens sur 
tous les instans de l'âge, convient mieux que toute autre 
hypothèse, au cas où le banquier s'engage à payer aux 
héritiers , la portion de rente échue depuis le décès du 
rentier ; mais elle change un peu le produit de l'intérêt 
de l'argent, parce que, dans la pratique, onn'obtienit 
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pas , pour de petits interralles de temps , l'intéiet com- 
posé, mais Tintérét simple. 

3®. En substituant les difierences aux différentielles , 
on mettra tel intervalle qu'on voudra entre les paie- 
mens ; car alors on pourra calculer la somme de la 
suite des valeurs de l'expression 

sfjx ) 

à partir de :r=i}, en faisant croître x de la diffe^ 
rence h assignée pour l'intervalle de deux paiemens. 
Cette somme dépend , comme on sait , de l'intégrale 

I sî(x) 



{{a) yf-» ' 

et l'on obtiendrait son développement, par la série 
somma toi re d'Ëuler, citée page 3i3 , en y faisant. . . . 

Il = - \Lr--a * C'est à peu près ainsi que Laplace 

traite ce sujet dans la Théorie anafydque des Proba- 
bilités , p. 4^6. 

On pourrait aussi résoudre, par des constructions géo- 
métriques, les questions relati vénaux rentes, en combi- 
nant avec la courbe de mortalité , la logarithmique, au 
moyen de laquelle on représente la marche de l'intérêt 
de l'argent : c'est ce qu'a fait M. Duviliard, dans se» 
Recherches sur les Emprunts. 

Sur le n® i54, page 276. 

La formule de cet article revient à 

fxPàx{\ — xY 



fxPdxii — X)'} +/rîdj:(i —x)p ' 
tes intégrales état^t prises depuis xrsza jusqu'à jrrrfr. 
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Quaadâ==; et A =|, on peut changer fx^dxd — àry 
en fx^àx^i — x)i ^ pourvu qu'on prenne cette der- 
nière depuis xzzio jusqu'à x = ;; car si Ton fait 
jc 3B= I — z I il Tient 

faflàx{ i—xy=— fz^àz{ i — z)% 

entre les limites 2=|, Z3=6, et par conséquent 
f:^àz{\ — «)♦ ou fxPdx{t — ar)^, loi*sqtt'on renverse les 
HmiteSy c'est-à-dire qu'on intègre depuis jf = o 
jusqu'à x=J. 

Dans ce cas, le dënominateur de la probaliilitë in- 
diquée ci-dessus , devenant la sommé des valeurs de 
la même intégrale yà:Mx( i — a:)*, prise d'abord 
depuis x=zl jusqu'à j:=i, et ensuite depuis xsszo 
jusqu'à x= I , est la même chose que l'intégrale en- 
tière ^ depuis xrzzo jusqu'à :r=i : la probabilité 
dont il s'agit revient donc à 

f3^àx{i — x)^ 
fxPAx(i — x)i^ 

l'intégrale du numérateur étant prise depuis x^n^ 
jusqu'à a: = 1 , et celle du dénominateur, depuis a: =o 
jusqu'à x=i . C'est précisément l'expression que donne 
Laplace, page 33 du Supplément qu'il vient d'ajouter 
à sa Théorie analytique des Probabilités (en 1817), et 
qui n'avait pas encore paru lors de la première impres- 
sion de l'article auquel se rapporte ce qui précède. 

Sur le 11* ife, page 292. 

i^. Pour introduire la continuité dans les erreurs,, 
il faut les représenter par une variable f , ne recevant 
que des accroissemens infiniment petits. Observant en- 
suite que le nombre des erreurs possibles étant infint 



n 



348 ' TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

dans cette supposition , la probabilité de chacune de 
ces erreurs doit être infiniment petite , on pourra l'ex- 
primer par jrAt , jr désignant une fonction donnée de U 
Cela posé, le polynôme indiqué dans le n^ 161 , sera 
remplacé par la somme des valeurs consécutives que 
prend la fonction j-x'àt , lorsqu'on donne à x toutes 
les valeurs comprises depuis tsss^^a jusqu'à tz=:b, 
si telles sont les limites assignées aux plus grandes er- 
reurs possibles, négativement et positivement, ce qui 
revient à rintégrale/yor'd/, prise entre les mêmes li- 
mites , par rapport à la variable t , la quantité x étant 
d'ailleurs constante et indéterminée. 

Si n désigne toujours le nombre des observations, il 
faudra considérer le développement de la fonction 
( yyar'd/)", ordonné suivant les puissances de ar, et le 
terme a£Pecté de x^, donnera la probabilité que je sera 
l'erreur de la somme des observations. 

Si l'on ne veut assigner à cette erreur que des limites 
rets y considérant ici la valeur de;s comme passant par 
tous les degrés de grandeur compris entre ces limites, 
il faudra multiplier par àz la probabilité trouvée , et 
intégrer entre les limites z = r, 2 = j. 

C'est ainsi que Lagrange a traité cette question dans 
le Mémoire cité page 289 ; ses dénominations sont a 
au lieu de or, x au lieu de /, ce qui donne la formule 
fjra'àx (p. 225 du Mém. cilé) , du déveioppetnent de, 
laquelle il s'était précédemment occupé. 

2®. En reprenant ce sujet, dans la Théorie analjr^ 
tique des Probabilités , Laplace a donné aux mêmes 
calculs une forme très élégante. D'abord il a substitué 

à la quantité x du n® 160 l'exponentielle e > ce- 

qui change une puissance quelconque x* en 

IW»^' — I , , / — ^ . 
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et donne pour le cas où les erreurs, suppose'es également 
probables , sont les nombi:es entiers compris entre — n 
et -4-/I,' 

cos( — nw)... .+cos(— w) + cos o+cosw. . . . -f cosnw 

-f- 1/ — i[sin( — Tiw). ..-h8in( — w)-j-sm 0'f-sinw...4-sin/iw] 
= I +2COS«--|-2COS2^. . .-+- ncosnv ; 

alors le nombre des observations étant désigné par s^ le 
terme indépendant de cos «■ dans le développement de 

(l + 2 COS w -f- 2 COS 2ar . . . + 2COS nw)''' , 

et divisé par 2/1 + I9 exprimera la probabilité que la 
somme des observations est exacte. 

Ayant construit des formules pour obtenir par ap- 
proximation les intégrales des fonctions de grands 
nombres , Laplace transforme en une intégrale le terme 
chercbé , et voici comment. Si Ton e£Pectuait le déve- 
loppement de la puissance indiquée , le résultat pour- 
rait être mis sous la forme 

A '■{' A' cos V -^^ A" cos 2w -f- etc. ; 

en le multipliant par àzr et l'intégrant , on aurait 

Av -4- ^' sin w -f- î A" sin 2w -+- etc. ; 

et prenant l'intégrale entre les limites o et s- (ce «* 
désignant la demi-circonférence ) , tous les termes' s'é- 
vanouiraient à l'exception du premier qui donnerait 
Ax : on a donc , entre les limites indiquées , 

1 
A=z- fi^ (1 -|- 2 cos w . . . + 2 cos nwy. 

Dans le Mémoire que j'ai cité , de M. Plana , il pose 

(i + 2 cos w -t- . . . + 2 cos /iw)*** = (a/i-j- i)'''e"~ '* , 

et détermine ensuite la valeur de ds-, ce qui fait dé- 
pendre de l'intégrale /è~"''df , la recherche de A. 
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C'est aussi à la recherche d'an terme indi^pendant 
de V qu'on ramène celle de la probabilité que la 
somme des erreurs des observations sera égale à une 
quantité donnée m /probabilité qui est le coefficient 
de x"* dans le développement de l'expression 

Pour cela» il iaut observer que ce développement con^ 
tiendra deux termes affectés l'un de r~"*, l'autre de x", 
et ayant le même coefficient , qui deviendront indé- 
pendans de x lorsqu'ils seront multipliés le premier 
par x^ et le second par x"" ; que par conséquent si 
l'on multiplie le développement dont il s'agit, d'abord 
par x^y ensuite par x'^y et qu'on prenne la moiUé de 
la somme des produits, le terme indépendant de x dans 
le résultat, sera le terme cherché. Or, cette opération 
revient à multiplier ce même développement par 

1 s= z=cosmw : 

2 2 

le terme cherché sera donc celui qui est indépendant 
de V dans le développement de 

cosm«-(i -J-2C0s:r -jf^ 2 cos nm-y ^ 

et par suite la valeur de l'intégrale 

fdv cosmv (1 + 2 cos w... .+ 2 cos n^y^ 

prise entre les limites o et 9r. 

C'est dans Fouvrage de Laplace qu'il faut voir com- 
ment cette analyse s'étend au cas où les erreurs ont 
toutes les valeurs possibles entre leurs limites ^ avec 
une probabilité exprimée par une fonction de ces va- 
leurs. 11 entre alors trois intégrations successives dans 
les formules ; mais ce qui pi'écède suffit pour montrer 
à quel point ces recherches se compliquent; aussi tien* 
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tient-elks beaucoup de place dans la Théorie analytique 
des Probabilités, où , par des artifices d'analyse très re- 
marquables , l'auteur est venu à bout , dans les correc- 
tions combine'es , d'éliminer la probabilité des erreurs 
qui est inconnue , en supposant seulement qu'elle dé* 
croit avec une grande rapidité à mesure qu'il s'agit 
d'erreurs plus fortes, ce qui est très vraisemblable, 
puisque la perfection des instrumens et l'babileté des 
obiservateurs , rendent fort petites les différences entre 
les diverses déterminations de la même quantité. 

3®. Enfin la recherche d'un milieu entre les observa- 
tions, et celle des centres de gravité, ont une analogie 
qui ne doit pas être passée sous silence. 

Il suit de ce qu'on a vu dans le n** 54 , que le plus 
grand terme du développement de l'expression 

{e^^ii(r^+e^sr^>..^€^... r{^e^x^^e^^Y (i6i), 

est celui danè lequel l'exposant n est partagé en parties 
proportionnelles aux probabilités 

c'est*à-*dire que les espos&ns de chacune de ces lettres 
sont respectivement 

w€-5> 'ï^— 4? .-. weo, ... ne^y nés; 
cdui de V ser^ p^gr conséquent 

— /M?^><;5— nc_4X4--+«^oXo...+7ie4X4+«e5X5; 
et comme il exprime l'erreur la plus probable de la 
somme des^ observations , l'erreur de la moyenne sera 

— esXS— e4X4"-+^oXo... + e4X4 + <?5X5, 

c'est-à-dire la somme des diverses erreurs multipliées 
respectivement par lepr, probabilité, ce qui exprime 
aussi la valeur moyenne des erreurs. Mais si l'on re- 
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présente par a, bj c, etc. le nombre des cas qui amènent 
chaque erreur, et que les grandeurs de celles-ci soient 
p y Ç y ry etc. y on aura pour Terreur moyenne 

+ etc. 



ap 


bq cr 


a -J- ^H- c. 


«p + 3^ + cr +. . . 

a + ft + c, * 



en sorte que si , comme Ta remarque' Lagrange , on 
prend sur une droite, à partir de Tune de ses extrémi- 
tés , des Intervalles p% q^ r, . , . à chacun desquels on 
suspende les poids a^ b y Cy, , . la valeur moyenne 
donnera la position du centre de gravité de ces poids. 

Si l'on suppose que les observations soient suscep- 
tibles de toutes les erreurs possibles entre des limites don- 
nées, et que la loi des probabilités de ce& erreurs soit 
connue, on portera sur une ligne droite, prise pour axe, 
des abscisses qui marqueront les erreurs, on élèvera des 
ordonnées proportionnelles à leur probabilité, et labs- 
cisse du centre de gravité du segment de cette courbe 
compris entre les limites données, sera l'erreur moyenne 
ou la correction du milieu. Elle sera nulle si , la courbe 
étant symétrique pour les abscisses positives et na- 
tives, le centre de gravité tombe sur l'axe des ordonnées. 
Ceci est entièrement semblable à ce qu'on a vu page 343, 
pour la détermination de l'âge moyen dans une popu«* 
îation. 
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